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INDLEDNING. 



D. 



'enne Afhandling falder i 5 Afsnit. I det første 
af disse opstilles den rette Linjes og Planens Beliggen- 
hedsaksiomer, der i det væsentlige falder sammen 
med «Axiome der Verkniipfung)) og «Axiome der 
Anordnung)) i Hilberts «Grundlagen der Geometrie». 
Ved Hjælp af disse Aksiomer alene er der udledt en 
Række af Sætninger om Planens Deling ved Hjælp 
af Trekanter og Polygoner; særlig er Eksistensen af 
en konveks /iKant paavist. Andet Afsnit behandler 
Kongruenslæren i Planen. De 3 Kongruensaksiomer 
om Segmenter af en ret Linje er de samme som de 
Hilbertske; de andre Kongruensaksiomer, der især 
omhandler Vinkler, er derimod erstattede med andre. 
Da nemlig den rette Linje er Plangeometinens Grund- 
form, maa Kongruensaksiomerne omtale Egenskaber 
ved Linjestykker; men hvilke Egenskaber ved disse, 
der udtales i et Vinkelaksiom, er temmelig skjult. 
Derfor har jeg foretrukket at lade Kongruensaksiomerne 
udsige Egenskaber ved Trekanter, i det jeg saa defi- 
nerer to Trekanter som kongruente, naar Siderne er 
stykkevis kongi'uente. I tredje Afsnit har jeg tillagt 
to rette Linjer, der ikke skære hinanden, et andet 
fælles Element (idealt Element), nemlig en korteste 
Afstand; paa denne Maade bestemmes en Linjes uegent- 
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lige Punkter. Pasch har som bekendt i «Vorlesungen 
iiber neuere Geometrie)) tillagt to rette Linjer i Planen, 
der ikke kan forlænges til Skæring, et fælles Element 
ved Hjælp af Rummet, og hertil behøves intet Aksiom ; 
men dette kan ikke gøres i Planen. Derpaa indfører 
jeg Begrebet «skille» og naar til den Sætning, at en 
C.entralprojektion af to Punktpar, der skiller hinanden, 
atter bhver to Punktpar, der skiller hinanden. Fjerde 
Afsnit omhandler Dele af den Euclidiske Geometri 
uden Benyttelse af det Arcliimediske Aksiom; jeg' 
har skrevet en Afhandling i Mathematische Annalen 
Bd. 56: »Die Lehre von den geometrischen Propor- 
tionen)), som jeg for Fuldstændigheds Skyld medtager 
her med et Par mindre Forandringer. I denne Lære 

indføres Symbolet r, hvor a og b er Linjer. Efter 

at have defineret Regning med disse Forhold udleder 
jeg de sædvanlige Regneregler. I femte Afsnit op- 
bygges endelig den plane Semi-Euclidiske Geometri, 
hvor Parallelaksiomet og det Archimediske Aksiom 
ikke gælder, men hvor en Trekant har Vinkelsummen 
2 Rette. 

Undertiden har jeg udeladt en Definition, naar 
dens Affattelse ligger lige for. 

Da det Archimediske Aksiom ikke findes i det 
følgende, udtaler jeg det her i den sædvanlige Form: 
Lad Al være et vilkaarligt Punkt paa en ret Linje 
mellem de vilkaarlige Punkter A og B; man kon- 
struerer da Punkterne A^, A3, A^^ . . o. s. v., saaledes 
at Al ligger mellem A og A^, A^ mellem A^ og Ag o. s. v. 
og desuden AA^ = A^ A2 ^= A^ A3 o. s. v. B falder 
da mellem to paa hinanden følgende Punkter A,,_t 



Første Afsnit. 



Geometrien bestemmer ved Hjælp af Aksio- 
merne Forbindelsen mellem Punkter, rette Linjer 
og Planer; i det følgende er der kun Tale om een 
Plan. 

s; 1. Om Punkter og Punktrækker. 

Bemærkning. I det følgende er der foreløbig 
Tale om en Række Individer, der kaldes Punkter; 
i denne Række forekommer hvert Punkt kun een 
Gang. Først tænker vi paa to saadanne Punkter A 
og B; dernæst tænker vi os et Punkt C, der er i en 
vis Afhængighed af Punkterne A og B, der betegnes 
ved at C ligger mellem A og B; vi tænker os end- 
videre et Punkt /}, saaledes at B ligger mellem .4 
og D. Vi har nu 4 Punkter og kan Ved at gaa ud 
fra to hvilkesomhelst af dem konstruere (tænke os) 
flere Punkter, fra hvilke vi atter kan gaa ud o. s. v. 
Derved konstrueres den ubegrænsede Række af Punk- 
ter, vi skal tale om. Om denne Punktrække, der kan 
kaldes en Linje, gør vi følgende Antagelser, der tjener 
til Definition af Ordet ((mellem)): 

1* 
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y. ^;'i*rO*-T- o*-* si'iCiri'T i:j'.»c At.*^. 1. at: 
-4 oi. C — Jj «2i 

C o;^ Xy f> «4» — .4 .1!l 

ji*'/' >\;^;<*rr .4 <j/.sa<j ;i:*:*r iijr.icm lo af de A^ivnt- 

o;^ M» ios^u^h ni*rd Aks. 1: thi af dt- 4 Pur.kltT kan 
iij^^n ^3'';i♦- h\'^ y* paa de 4 Maadc-r, der svarer lil de 
} MLj^;^*jeden Men hvis nu dt-n i Aksiom 2 onilalle 
(h<Un af de } l^uukler er AIjDQ da er Mulighederne 
<2;, ^'i; o;^ <J> opfyldte, luedens <1) udelukkes, idel 
/i l'iU/4*iv tuilUrtn A <y^ C Aks. 2 er allsaa uafliænpi^l 
af Aks, 1, 

lié^nutrLniruj *2, Af el vilkaarligt endeli-t Anlal 

l'ijiikter AliC 7' er der altid to, der ikke lii^ger 

irM'llein to af de andre Funkter. Vi behover blot at 
ordne I o^ 1 af Punkterne efter Aks. 2; hvis 4 \il- 
kiiut'li'^it Punkter er f%^j,//,/, da opsoger man 4 Punk- 
ter, nieljefn hvilke /-' findes, men hvor F ikke er forst, 
f, Kks, A*/'7;//, derefter 4 Punkter, mellem Inilke E 



findes, og hvor E ikke er først; paa denne Maade 
kan man aldrig komme til 4 Punkter, man før har 
haft, og da der kun er et endeligt Antal Maader at 
vælge sig 4 Punkter paa, ender vi altsaa med et Punkt 
A, der ikke ligger mellem to andre. Hvis man nu 
havde begyndt med / i Stedet for med F, kunde man 
i Ræsonnementet erstatte ((første Punkt)) med ((sidste 
Punkt)) og saaledes bestemme et Punkt 7' til, der 
ikke ligger mellem to af de givne. Aks. 1 viser, at 
der ikke kan være mere end to Punkter med den 
her omtalte Egenskab. 

Af de Punkter, der er tilbage, bestemmes de to 
B og /?, der ikke ligger mellem to af de andre; der- 
efter ordnes de 4 Punkter A B R S efter Aks. 2 o. s. v. 
Heraf følger let 

Sætning /. Et vilkaarligt endeligt Antal af en 
Linjes Punkter kan nævnes i en saadan Rækkefølge 

ABC PQ , at B ligger mellem A og fC .. . 

PQ..J. C mellem fABJ og f. ... PQ .. J o. s. v. 
Foruden denne Rækkefølge har kun den omvendte 
.... QP . . . . C BA den samme Egenskab. 

Def, Ved Linjestykket AB forstaas Samlingen 
af Punkter A og B og alle Punkter af Linjen AJB, 
der ligger mellem A og B. Hvis B ligger mellem 
A og C, da ligger C i AB's Forlængelse. , 

Naar A ikke ligger mellem B og C siges B og 
C at ligge paa samme Side af A, ellers paa modsat. 

Def, Vi vil om to Stykker af en Linje sige, at 
de enten har samme eller modsat Retning. Denne 
Talebrug skal indføres efter følgende Regler: 

L AB har samme Retning som sig selv. 

IL 1°. Naar B og C ligger paa samme Side af 
A, har CD samme Retning som AB, hvis D er paa 



modsat Side af C som A; (det samme gælder, naar 
C falder i B). 2°. Xaar B og C ligger paa modsat 
Side af A, har CD samme Retning som AB^ hvis /) 
er paa samme Side af C som A. 3°. Naar C falder 
i .4, da har CD samme Retning som AB^ h^is B og 
D er paa samme Side af A. 

III. CD har modsat Retning af AB^ naar CD 
har samme Retning som BA. 

Sætning 2, Naar CD har samme Retning som 
A B, da har A B samme Retnhig som C /). 

Ved Hjælp af Aks. 2 be\ises Sætningen i Tilfæl- 
det 1° ved 2° og omvendt; i Tilfældet 3*^ bevises Saft- 
ningen ved 3°. 

Sætning 3. AB og BA har modsat Retning. 
Følger af I og III. 

Sætning i. To Linjestykker AB og CD paa samme 
Linje har enten samme eller modsat Retning. 

Revises ved Hjælp af Aks. 2, idet man gennem- 
gaar alle Religgenheder af C og /) i Forhold til A og B. 

Bemærkning. AB er et Linjestykke af Linjen L. 
Man vælger paa denne Linje et Punkt Q i A i5's For- 
længelse, saaledes at alle andre Punkter i AB's For- 
længelse, som skal tages i Retragtning, ligger mellem 
B og Q. Dernæst vælges et Punkt P i B A's Forlæn- 
gelse, saaledes at alle andre Punkter i B.A's Forlæn- 
gelse, der skal tages i Retragtning, ligger mellem A 
og P. 

Sætning 5. Hvis CD har samme Retning som 
AB, da ligger D mellem C og Q; hvis EF har 
modsat Retning af AB, da ligger F mellem E 
og R 

Den første Paastand bevises let for alle 3 Relig- 



genheder af C, og den anden følger umiddelbart af 
den første, i det E F har samme Retning som B A. 

Sætning 6 (omvendt). Hvis /) ligger mellem C 
og Q, da har CI) samme Retning som AB; hvis I) 
ligger mellem C og P, da har CD modsat Retning 
af AB. 

Revises let for alle 3 Religgenheder af C. 

Sætning 7. Naar to Linjestykker har samme 
Retning som samme tredje Linjestykke, da har de 
indbyrdes samme Retning. 

Bevis. Naar CD har samme Retning som AB, 
da hgger /) mellem C og Q, altsaa Q i C //s P'orlæn- 
gelse; ethvert andet Punkt i C //s Forlængelse, der 
tages i Retragtning, ligger mellem D og Q; thi hvis 
et Punkt X i DQ's Forlængelse blev taget i Retragt- 
ning, da kunde X ikke ligge mellem B og Q, skønt 
X hører til AB's Forlængelse. Q bestemmes altsaa 
paa samme Maade fra CD som fra AB. Naar derfor 
EF ogsaa har samme Retning som AB, saa ligger 
F mellem E og (), men da maa EF have samme 
Retning som C D. 

I Stedet for Definitionen i I, II og III kunde man 
opstille følgende, efter at Punktet Q er bestemt: CD 
siges at have samme Retning som AB, hvis /) ligger 
mellem C og Q; hvis derimod C ligger mellem D og 
Q, siges CD at have modsat Retning af AB. 

Sætning f2J. Naar CD har samme Retning som 
A JB, da har A B samme Retning som C D, 

bevises da saaledes: da /) ligger mellem C og Q, 
ligger Q i C //s Forlængelse; endvidere vil ethvert 
Punkt X i C D's Forlængelse, som tages i Retragtning, 
ligge mellem D og Q; thi hvis Q laa mellem D og X, 
vilde Q ogsaa ligge mellem B og X (Aks. 2), da B og 
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i>mfnluifui 1)*: V, h^Ts\tmme\ser: at el Punkt l:^- 
'y/^t fft^'iU-^w Up uwht-:^ Og at to Linjestykker har saninie 
\U-SuUtu^ i^t \fH'U;>i/: lige tilgængelige for umiddelbar 
|;j|/M;^^;<')v; rneii den ene kan udledes af den anden 
M'A H endeligJ Ant^l Slutningen I det foregaaende 
*r V)>J, hvorledes den anden Bestemmelse udledes at 
iUu føt%U; jeg ^kal nu gaa den omvendte Vej. 
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Man fastsætter da følgende Aksiomer: 

1. AB har samme Retning som sig selv, men mod- 
sat Retning af BA. 

2. CD har enten samme eller modsat Retning af 
AB; hvis CD har modsat Retning af AB, har 
CD samme Retning som BA. 

3. Hvis AB har samme Retning som CD og samme 
Retning som EF, da har CD samme Retning 
som EF. 

4. Hvis AB og B C har samme Retning, da har A C 
og BC ogsaa samme Retning. 

Definition. At C Ugger mellem A og B vil sige, 
at CA har samme Retning som BA og C B samme 
Retning som AB. 

Sætning /. Af 3 Punkter er der altid et og kun 
et, der ligger mellem de to andre. 

Thi hvis A ikke ligger mellem B og C og 1°AB 
og C B har samme Retning, da har AC og BC mod- 
sat Retning, og af bægge Dele følger, at C ligger 
mellem A og B. Hvis 2"" AC og B C har samme Ret- 
ning, da har AB og C B modsat Retning, og af bægge 
Dele følger, at B ligger mellem A og C. Flere Mu- 
ligheder er der ikke, naar A ikke ligger mellem B 
og C (4de Aksiom). Man kan ikke paa en Gang have, 
at A ligger mellem B og C, og at B ligger mellem 
A og C; thi da skulde A C og BC have samme Ret- 
ning og ligeledes BC og CA, hvilket er umuligt. 

Sætning II. Af 4 Punkter kan man altid udtage 
2, hvorimellem der ingen andre ligger. 

Bevis. Hvis C ligger mellem A og B og I) mel- 
lem C og B, da kan D ikke ligge mellem A og C. 
Thi saa vilde /) C og AC have samme Retning; i Følge 
det givne har AC og AB samme Retning, desuden 
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DC og B c og endelig BC og BA, men BC kan ikke 
have samme Retning som B A og AB. 

Sætning IIL Hvis C ligger mellem A og B og /) 
mellem B og C, da ligger I) mellem A og B. 

Thi af det givne følger let, at I) B og AB har 
samme Retning; hvis nu DA og B A havde modsat 
Retning, da havde DA og AB samme Retning; men 
da vilde /) A og AC og derfor i Følge 4de Aksiom 
DC have samme Retning som AB; men i Følge det 
givne har DC samme Retning som BC, altsaa skulde 
AB og BC have samme Retning, hvilket strider mod 
det givne. 

Sætning IV. Fire Punkter kan altid nævnes i en 
saadan Orden A, B, C D, at B ligger mellem A og 
(CD) og C mellem (AB) og D. 

Bevis. Af de 4 Punkter vælges to, A og B, hvor- 
imellem der ikke ligger noget af de andre; lad nu B 
ligge mellem .4 og C. Hvis nu D ligger mellem B 
og C, da er Ordenen A, B, /J, C; thi B ligger mellem 
A og D, da /) ikke ligger mellem A og fi, og A ikke 
ligger mellem B og D (i saa Fald vilde A nemlig 
ogsaa ligge mellem B og C). D ligger mellem A og 
C og mellem fi og C. Hermed er Sætningen bevist, 
naar D falder mellem to af Punkterne A, B og C; 
hvis dette ikke er Tilfældet, kan D ombyttes med A 
eller C. 

Da nu de oprindelige Aksiomer 1 og 2 er udledte 
som Sætninger, er den Bestemmelse, at et Punkt lig- 
ger mellem to andre, udledt af den Bestemmelse, at 
to Linjestykker har samme eller modsat Retning. 

Sætning 8. Et vilkaarligt Punkt O af en ret Linje 
deler dennes Punkter i to adskilte Samlinger, der 
kaldes Halvlinjer (hinandens modsatte). 
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Sætning 9. Linjestykket A B hører med til samme 
Halvlinje med Endepunkt A og til samme Halvlinje 
med Endepunkt B. 

^ 2. Om Planens rette Linjer. 

Bemærkning. I dette Afsnit benyttes af de fore- 
gaaende Aksiomer kun Aks. 1. 

Def. En ret Linje er en Linje, som er entydig 
bestemt ved to hvilkesomhelst af sine Punkter. (Heraf 
følger da, at to Punkter ikke bestemmer mere end 
een ret Linje). 

For at sikre Eksistensen af rette Linjer opstiller 
vi følgende 

Aksiom 3. To vilkaarlige Punkter bestemmer 
en ret Linje. 

Bemærkning. For nu at afgøre, hvilke Punkter 
og hvilke rette Linjer, der i det følgende skal omtales, 
gaar vi ud fra 3 Punkter A, B og C, der ikke ligger 
i samme rette Linje. C bestemmer da (Aks. 3) med 
ethvert Punkt af den rette Linje AB en ret Linje; 
foreløbig vil der kun være Tale om de Punkter, der 
ligger paa disse rette Linjer, og om de Linjer, der 
bestemmes ved to og to af Punkterne. De tre Punkter 
siges at bestemme en Plan, der indeholder alle de 
omtalte Linjer og Punkter. 

Sætning 10. To rette Linjer kan ikke have mere 
end et Punkt fælles; har Linjerne et Punkt fælles, 
kaldes dette Punkt deres Skæringspunkt, og Linjerne 
siges at skære hinanden. 

Aksiom k (Pasch's Aksiom). 

Naar Punkterne .4, B og C ikke ligger i 
samme rette Linje, og en ret Linje skærer 
Linjestykket AC i et Punkt, som er forskelligt 
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fra A og C, vil Linjen enten gaa gennem Punk- 
tet B eller skære et af Linjestykkerne kB 
eller BC. 

Def. To Punkter .4 og B siges at ligge paa samme 
Side af en Linje /, naar Linjestykket A B ikke skæres 
af /, medens A og C ligger paa modsat Side af /, 
naar / skærer Linjestykket A C. 

Sætning 11, Naar A og JB ligger paa samme 
Side af /, ligger J5 og A ogsaa paa samme Side af /; 
naar A og C ligger paa modsat Side af /, ligger C 
og A ogsaa paa modsat Side af /. 

Sætning 12. Naar A og J3 og A og D ligger paa 
samme Side af /. da ligger ogsaa B og D paa samme 
Side; 

thi hvis / skar BD^ maatte deu enten skære AB 
eller AD (Aks. 4). 

Sætning 13. Naar A og B ligger paa samme Side 
af /, og A og C ligger paa modsat Side af /, da ligger 
B og C paa modsat Side af /; 

thi Linjen / skærer AC^ og da den ikke skærer 
ABy maa den skære BC (Aks. 4).*) 

Def. Ved en Trekant ABC forstaas et System 
af 3 Punkter A, B og C, der ikke ligger i samme 
rette Linje, og Linjestykkerne AB, BC og C A. Punk- 
terne A, B og C kaldes Trekantens Spidser, AB, BC 
og CA kaldes Trekantens Sider; Spidsen B og Siden 
C A kaldes modstaaende. — Ved en Transversal for- 
staas et Linjestykke, der bestemmes ved to Punkter 
af hver sin Side eller ved en Spids og et Punkt af 
den modstaaende Side. 



•; Hvis i 12 og 13 A, B og Z) eller A. B og C ligger i samme 
rette Linje, bevises Sætningerne ved at tage et Punkt udenfor den 
rette Linje til Hjælp. 
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Sætning li. Et vilkaarligt Punkt af en Trans- 
versal har den Egenskab, at det ligger paa alle de 
Transversaler, som Trekantens Sider afskærer paa 
Linjer gennem Punktet. 

Lad Transversalen være DE, som forbinder 1) 
paa AB med E paa AC, og lad Punktet være O; 
er F et vilkaarligt Punkt af AB, vil Linjen FO 
skære BC eller AC eller dem begge i G (Aks. 4). 
Lad nu FO skære BC i G. O ligger da mellem F 
og G (Aks. 1); BC kan nemlig ikke skære Linjestykket 
F O, da F ligger paa samme Side 
Sif BC som I) og A, og O paa 
samme Side af BC som D og 
E (12).*) Ligeledes kan A B ikke 
skære Linjestykket O G. Paa 
samme Maade føres Beviset naar 
G ligger paa AC. Hvis FO gaar 
gennem C, ligger O ligeledes 

mellem F og C (Aks. 1); thi AB kan ikke skære 
Linjestykket O C, da £ og C og ligeledes O og £ 
ligger paa samme Side af AB (12); heller ikke kan 
BC skære Linjestykket FO. — Hvis O omvendt er 
valgt paa Linjestykket CF, da vil O Hgge mellem D 
og E; thi E og A Hgger paa den ene Side af CF, B 
og /) paa den anden. 

Def. Ved Punkterne i eller indenfor en Trekant 
forstaas de Punkter, der ligger paa de Linjestykker 
(Transversaler), som Trekantens Sider afskærer af 
Planens rette Linjer; denne Punktsamling kaldes Tre- 
kantens Indre. 

Bemærkning. Er O nu et Punkt paa Transver- 




*) Se Noten Pag. 33. 
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salen ED's Forlængelse, og forbindes O med et Punkt 
F af AB, vil OF skære BC eller AC i (i. O kan 
ikke ligge paa Linjestykket FG, thi saa vilde O ogsaa 
ligge mellem D og E (14). O siges at ligge udenfor 
Trekanten og 

Def. et Punkt, der ikke ligger paa noget af de 
Linjestykker, der afskæres af Trekantens Sider, ligger 
udenfor Trekanten. 

Sætning 15. En Trekant deler Planens Punkter i 
3 adskilte Samlinger: Punkterne i Trekanten, Punk- 
terne paa Trekantens Sider og Punkterne udenfor 
Trekanten. 

Sætning 16. Hvis O ligger i Trekant ABC, da 
vil Linjen A O skære f? C i et Punkt F, saaledes at 
O ligger mellem A og F. 

Thi naar O ligger i Trekanten, ligger det paa en 
Transversal DE\ ligger D paa AB og E paa AC, da 
ligger D og B paa een Side af A O, E og C paa den 
anden. 

Tilføjelse. Heraf ses, at alle Punkter paa Linje- 
stykket A O ligger i Trekanten. 

Sætning 17. Et Punkt paa Forlængelsen af en 
Side i en Trekant ligger udenfor Trekanten. 

Hvis f. Eks. et Punkt 7) af iiCs Forlængelse laa 
i Trekant A B C, da maatte .4 1) skære Siden B C, 
hvilket er umuligt; da D heller ikke ligger paa Tre- 
kantens Sider, maa det ligge udenfor Trekanten (15). 

Sætning 18. Det Linjestykke, der bestemmes ved 
et Punkt udenfor en Trekant og et Punkt i samme 
Trekant, skærer een og kun een af Trekantens Sider. 

Lad P Hgge udenfor Trekant ABC, O i Tre- 
kanten; E er et Punkt af BC, PE skærer AB eller 
AC i F, f. Eks. AB (Aks. 4). Nu anvendes Aks. 1 
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og Definitionen af et Punkt udenfor Trekanten; 1) hvis 
F ligger mellem P og £, viser 13, idet E tages til 
Hjælp, at P og O ligger paa modsat Side af AB; 
2) hvis E ligger mellem P og F, ses paa samme 
Maade, at P og O Hgger paa modsat Side af BC. 
Sætningens sidste Del følger af Definitionen af et 
indvendigt og et udvendigt Punkt. 

Def. Ved en brudt Linje forstaas en Samling af 
paa hinanden følgende Linjestykker, hvori hvert Linje- 
stykkes Begyndelsespunkt falder sammen med det 
foregaaende Linjestykkes Endepunkt. 

Sætning 19. Enhver brudt Linje, der forbinder 
et Punkt udenfor en Trekant med et Punkt i samme 
Trekant, maa skære mindst een af Trekantens 
Sider (18). 

Sætning 20. Et Linjestykke, der forbinder to 
Punkter i en Trekant, skærer ikke Trekantens Sider. 

Lad Punkterne være O og P; hvis OP skærer 
BC i Qy da vil Linjen skære enten AB eller AC i 
R (Aks. 4). O og P kunne da ikke bægge ligge paa 
Linjestykket /?(), da alle Punkter af RQ ligger paa 
samme Side af BC. 

Bemærkning. Forelagt 
Trekant ABC; fra C træk- 
kes en Linje gennem et 
Punkt P paa Siden AB, 
og CP forlænges til et 
Punkt Q; Q ligger da 
udenfor Trekanten. 12 vi- 
ser, at Q og A ligger paa 
samme Side af B C, og at 
Q og B ligger paa samme 
Side af AC. 




Fig. 2. 
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Sætning 21. Hvis et Punkt Q ligger udenfor 
Trekant ABC og desuden paa samme Side af AC 
som B og paa samme Side af B C- som A^ da vil 
Linjen CQ skære AB. 

Thi vælges et Punkt R af AB og et Punkt S 
paa Linjestykket C R, da maa Linjestykket QS skære 
AB; det skal nemlig skære een af Trekantens Sider 
(18), og Q og S ligger paa sanmie Side af i4 C som 
B og paa samme Side af BC som A. Lad QS skære 
AB i M; AB maa da skære CQ i et Punkt P (Aks. 
4; Tilføjelse til 16). 

Def. Ved AB's udvendige Sideomraade forstaas 
den Samling af Punkter, der ligger udenfor Trekanten 
og desuden paa samme Side af AC som B og paa 
samme Side af BC som A. — Sætning 21 kan nu 
udtales saaledes: 

Det Linjestykke, der forbinder C og et Punkt i 
AB's udvendige Sideomraade, skærer AB. 

Bern. Lad P 
igen være et Punkt ^ 

paa Siden AB og Q 
et Punkt i PC's For- 
længelse; Q og B 
ligger da paa mod- 
sat Side af AC, og 
O og A ligger paa 
modsat Side af BC 
(ses af 13, idet P 
tages til Hjælp). 

Sætning 22. Hvis Q og B ligger paa modsat Side 
af A C, og Q og A ligger paa modsat Side af B C, da 
ligger Q udenfor Trekanten, og Q C's Forlængelse vil 
skære Siden AB. 
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Det første ses straks. I Følge det givne skærer 
QB Linjen AC i M mellem Q og J3, og QA skærer 
BC i N mellem Q og A. C bliver da et indvendigt 
Punkt i Trekant AQB, og QCs Forlængelse maa da 
skære AB (16). 

Def. Ved C's udvendige Spidsomraade forstaas 
den Samling af Punkter, der ligger paa modsat Side 
af AC som B og paa modsat Side af BC som A. - 
Paa samme Maade bestemmes: 

.4 Cs udvendige Sideomraade og 

B's udvendige Spidsomraade; 

BCs udvendige Sideomraade og 

A's udvendige Spidsomraade. 
Bemærkning. To udvendige Sideomraader kan 
ikke have Punkter tilfælles; thi hvis et Punkt P hører 
til AC's udvendige Omraade, vil Linjestykket BP 
skære AC; men hvis det samme Punkt P hørte til 
BA" s udvendige Omraade, maatte det ligge paa 
samme Side af AC som B. 

JS's udvendige Spidsomraade kan ikke have Punk- 
ter fælles med AB's udvendige Sideomraade; thi et 
Punkt i det første ligger paa modsat Side af B C som 
A, medens et Punkt i det andet ligger paa samme 
Side af BC som A. 

To udvendige Spidsomraader har intet Punkt 
fælles; thi et Punkt i A's Spidsomraade ligger paa 
modsat Side af AC som B, medens et Punkt i B's 
Spidsomraade ligger paa samme Side af AC som B. 
Altsaa 

Sætning ?,?. Ved en Trekants Sider og deres 
Forlængelser udskilles af Planen 7 Punktsamlinger for- 
uden de Punkter, der ligger paa Siderne og deres 
Forlængelser. 
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Bemærkning 1, Et Linjestykke, der forbinder et 
Punkt i A B's udvendige Sideomraade med et Punkt i 
B's udvendige Spidsomraade, skærer CB's Forlængelse; 
thi de to Punkter ligger paa modsat Side af BC (se 
Skemaet), og Linjestykket maa altsaa skære Linjen 
BC i et Punkt P, der ligger paa samme Side af AB 
som de to Punkter, nemlig paa modsat Side af AB 
som C; B, CP's Skæringspunkt med Linjen AJB, lig- 
ger altsaa mellem C og P. Det omtalte Linjestykke 
skærer ikke Siderne A B eller A C (se Skemaet). Man 
siger, at C B's Forlængelse skiller de to Omraader (ad). 

Hvis P ligger i AB's udvendige Omraade og Q 
i BCsy da ligger P og Q paa modsat Side af BC og 
af AB, saa at PQ skærer Linjerne B C og AB i Å' 
og R. Hvis PQ skærer Siden AB i B, skærer det 
ogsaa Siden BC i S og omvendt; PQ skærer nemlig 
ikke Siden AC (se Skemaet); altsaa maa den efter 
Aks. 4 skære CB i S. Skemaet viser, at R ligger 
mellem P og S og mellem P og Q; S ligger mellem 
P og Q og mellem R og Q. Man ser let, at hvis Q' 
er et andet Punkt i BCs udvendige Omraade, og 
PQ' skærer AB's Forlængelse i R\ da skærer PQ' 
ogsaa CB's Forlængelse i S'; S' ligger mellem P og 
R' og R' mellem Q' og S'. 

Et Punkt P i AB's udvendige Omraade og et 
Punkt Q i det Indre af Trekant ABC bestemmer et 
Linjestykke, som skærer Siden AB; thi det skærer 
Linjen AB og ikke Siden AB's Forlængelse, da P 
og Q og derfor alle mellemliggende Punkter ligger 
paa samme Side af BC som A, hvilket ikke er Til- 
fældet med Punkter af A B's Forlængelse. Paa samme 
Maade ses, at Skæringspunktet ikke ligger paa BA's 
Forlængelse. 
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Et Linjestykke, der forbinder et Punkt P i AB's 
udvendige Omraade med et Punkt M i J3's udvendige 
Spidsomraade, maa skære alle Linjerne AB, BC og 
C A (se Skemaet); hvis det skærer Siden AB, skærer 
det ogsaa Siden AC eller Siden BC (Aks. 4.) Lad 
det skære AB i 7; AC i f/ og Linjen BCi F(Fig. 4). 

Mellem P og T kan der ikke ligge Punkter af 
A C eller B C, heller ikke mellem T og U; T ligger 
mellem P og U, da disse Punkter ligger paa modsat 
Side af AB; V maa da ligge mellem U og A/, som 
er paa samme Side af AB, hvilket ikke er Tilfældet 




Fig. 4. 

med et Punkt af C B's Forlængelse; efter Aks. 4 kan 
V ikke ligge paa Siden BC, altsaa ligger V paa BC's 
Forlængelse. 

P er igen et Punkt i AB's udvendige Spidsom- 
raade, medens N ligger i C's udvendige Spidsomraade; 
PN skærer BA's Forlængelse i Y, samt Linjerne AC 
og BC henholdsvis i Punkterne X og Z. Disse Punk- 
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ters Følgeorden (Sætning 1) maa være PXYZN; thi 
X ligger mellem P og Y (sammenlign med C) og Z 
mellem Y og iV (sammenlign med A). Heraf følger, 
at X og Z ikke kan ligge paa Siderne, da Y skal 
ligge imellem dem. X kan ikke ligge paa .4 C s For- 
længelse, thi P og y og derfor alle mellemliggende 
Punkter ligger paa samme Side af BC som A, hvil- 
ket ikke er Tilfældet med et Punkt af A C's Forlæn- 
gelse. X ligger altsaa paa CA's Forlængelse. Hvis 
P Q skærer A B's Forlængelse, bliver Forholdet ganske 
lignende det her omtalte. Man siger nu, 

{Sætning 25J, at AB's udvendige Sideomraade er 
begrænset af Siden AB og CA's og CB's Forlæn- 
gelser; ligeledes er B's udvendige Spidsomraade be- 
grænset af CB's og AB' s Forlængelser. 

Bemærkning. I Bemærkning 1 til Aksiomerne 1 
og 2 i det foregaaende er det bevist, at Aks. 1 alene 
nødvendiggør, at af 4 Punkter P, Q, R og S paa 
samme Linje er der et, der ikke ligger mellem to 
andre; lad dette være P, og lad dernæst *S ligge mel- 
lem P og R. Man vælger nu et Punkt B udenfor 
Linjen og bestemmer A og C paa Forlængelserne af 
af BS og BR, Herved dannes der en Trekant ABC; 
P ligger i AB's udvendige Sideomraade. Q maa nu 
(24) ligge i et af de 7 Trekantsomraader (eller paa 
Trekantens Omkreds, hvilket ingen Mærkelighed frem- 
byder); Skemaet viser, at Q kan ligge 1) i AB' s ud- 
vendige Omraade, 2) i Trekanten, 3) i BCs udven- 
vendige Omraade eller i C's Spidsomraade. I Til- 
fælde 1 er den i Aks. 2 omtalte Orden af de 4 Punkter 
PQSR, i Tilfælde 2 er den PSQR, i Tilfælde 3 er 
den PSRQ. Dette eftervises uden større Vanskelig- 
hed. Hermed er altsaa Aks. 2 udledt af Aksiomerne 
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1, 3 og 4. I Hilberts «Gnindlagen der Geometrien 
kan altsaa Aks. II 4 udledes af Aks. II 3 og Aks. II 5. 

l)ef. Ved en Polygon forstaas en Samling af 3 
eller flere Punkter, der følger efter hinanden i en 
given f>rden, og Samlingen af Linjestykker, der be- 
stemmes ved to paa hinanden følgende Punkter (efter 
det sidste Punkt følger det første). Punkterne kaldes 
Polygonens Spidser, LinjestA'kkerne dens Sider. Hvis 
der er n Punkter i Samlingen, kaldes Polygonen en 
/f Kant; den har n Sider og n Spidser. Er Punkterne 
i den givne Orden .4, B, C . . . A', benæxiies Polygonen 
A li C, K eller BC ...K A o. s. v., ogsaa K...C B A 
o. s. V. Samlingen af Sider, der følger efter hinanden 
kaldes Omkredsen. En Diagonal er et Linjestj'kke, 
der bestemmes ved to Spidser, der ikke følger efter 
hinanden. En Polygon kaldes konveks, naar 
alle Spidser paa to paa hinanden følgende nær 
ligger paa samme Side af den Linje, der be- 
stemmes ved de to Punkter; andre Polygoner 
kaldes ukonvekse. En Trekant er altsaa altid kon- 
veks. I en konveks Polygon kan altsaa ingen ret 
Linje, hvorpaa der falder een af Polygonens Sider, 
skære nogen anden Side. 

Sætning 26. Der eksisterer konvekse Polygoner 
med vilkaarligt Antal Sider. 

F^or at konstruere (kunne tænke sig) en konveks 
Firkant, gaar vi ud fra en Trekant ABC og væl- 
ger et Punkt I) i ACs udvendige Omraade; ABCD 
er da en konveks Firkant. Thi A og D ligger paa 
samme Side af BC, C og I) paa samme Side af AB 
(se Skemaet); endvidere skærer BD AC i O (21), og 
man har: B og O ligger paa samme Side af CD, A 
og O ligeledes, altsaa ligger A og B paa samme Side 
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bS C D (12); paa samme Maade ses, at B og C ligger 
paa samme Side af AD. 

Omvendt: I en konveks Firkant AB CD ligger 
D i A C's udvendige Omraade, naar A C betragtes som 
Side i Trekant ABC. 

Thi D ligger paa samme Side af BC som A og 
paa samme Side af AB som C, og da D ikke kan 
falde i Trekant ABC, maa D altsaa høre til ACs 
udvendige Omraade (se Skemaet). Den ovenfor an- 
givne Konstruktion af en konveks Firkant er altsaa 
den almindeligste. . 

(For Tydeligheds Skyld angiver jeg særligt Be- 
viset for Eksistensen af en konveks Femkant). 

ABCD og AC DE er 
konvekse Firkanter; AD 
og C E skærer hinanden 
i O (21); O og £ skal 
ligge paa samme Side 
af AB. Dette maa altid 
være muligt, da D og der- 
for ethvert Punkt O af A D 
ligger i ACs udvendige 
Omraade. Ethvert Punkt 
af C O maa da ligeledes pig. 5. 

ligge i dette Omraade, og 

hvis C O's Forlængelse skærer Linjen A B i P, vælges 
E mellem O og P. ABC DE er nu en konveks Fem- 
kant; thi hertil udfordres, foruden at de to Firkanter 
ABCD og AC DE er konvekse, kun 1) at Firkant 
ABCE er konveks, hvilket er en Følge af, at E lig- 
ger i ACs udvendige Omraade, og 2) at A og B 
ligger paa samme Side af DE; dette er Tilfældet; thi 
hvis Linjen DE skar AB, maatte den ogsaa skære 
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BC (Aks. 4) (da den ikke skærer AC, fordi AC DE 
er konveks); lad den f. Eks. skære i R og S. Da nu 
Linjen RS indeholder Punkter, der ligger paa modsat 
.Side af AC som B, maa den skære Linjen AC i T; 
man ser nu let, at de Punkter i Linjen, der ligger 
paa samme Side af BC som A og paa samme Side 
af AJ5 som C, ligger i Trekant ABC og ikke i AC's 
udvendige Omraade. 

Lad os nu antage, at Eksistensen af den kon- 
vekse nKant er paavist, og at den er konstrueret 
efterhaanden paa den foran angivne Maade ved kon- 
vekse 4 — 5 — 6 . . . n — 1 Kanter. Hvis n Kanten er 
ABC I) . . . PQRS, har man de konvekse 

4 Kanter: A BC D, AC DE, . . . AQRS 

5 Kanter: ABC DE, AC DE F . . .APQRS 
72-/ Kanter: ABC . . . Q R, AC . . . QRS. 

Bestemmes 
nu T i Forlæn- 
gelsen af R O, 
hvor O ligger 
paa A 5 og M T 
ikke skærer AB, 
YilABC.RST 
være en Kon- 
veks n ^ 1 Kant. 
1 hi ACD ,. . 
QRSTogABC 
...QRT er hæg- 
ge konvekse n 
Kanter; foruden 
dette behøves 
nu kun, at A og B ligger paa samme Side af ST. 
Dette bevises paa samme Maade som ved Femkanten. 




Fig. 6. 
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Sætning 27. Hvis A BC . . . RS er en konveks 
n Kant, da er 

ABC I), ACI)E..,A Q R S konvekse 4 Kanter, 
ABC DE, AC DEF. . . APQRS konvekse 5 Kanter, 
ABC ...QRog A CD ... QftÅ konvekse n—1 Kanter. 
Følger af den konvekse n Kants Definition. 

Bemærkning. I Johannes Petersens: «Bidrag til 
en syntetisk Fremstilling af den ikke Euclidiske 
Geometri)) findes en Antydning af et Bevis for Eksi- 
stensen af en konveks n Kant; men dette Bevis hviler 
paa to Kontinuitetsforudsætninger om den rette Linje 
og Planen. Det er let at se, hvilken Forskel det gør, 
om man opstiller disse Forudsætninger eller ej. I 
den nævnte Afhandling defineres f. Eks. et konvekst 
Omraades Begrænsning ved følgende Betragtning: 
Hvis en ret Linje og et andet konvekst Omraade har 
Punkter fælles, da maa disse danne et nyt konvekst 
Omraade; da der ikke paa den rette Linje findes 
andre saadanne end hele Linjen, Halvlinjer og Linje- 
stykker, maa de fælles Punkter være een af disse 
Samlinger. "Men en Halvlinje har et og et Linjestykke 
to Endepunkter; ved de Endepunkter, der ligger paa 
alle de af Planens Linjer, der har Punkter fælles med 
Omraadet, er dettes Begrænsning da defineret. Op- 
stiller man derimod ikke de nævnte Forudsætninger, 
er det muligt, at en ret Linje, som har to Punkter 
fælles med Omraadet fA og BJ, ikke har noget 
sidste Punkt i AB's eller B/l's Forlængelse fælles 
med Omraadet. 

Def. At et Punkt ligger i (eller i det Indre af) 
en konveks Polygon ABC ... PQ, vil sige, at det 
ligger i een af Trekanterne ABC, ACD, ADE ... 
A P Q eller paa en af Diagonalerne A C, A /J, . . . A P. 
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Punkter, der ikke ligger i Polygonen eller paa dens 
Omkreds, siges at ligge udenfor den. 

Sætning 28. Et Linjestykke, der bestemmes ved 
to Punkter i det Indre af en konveks Polygon, kan 
ikke skære Polygonens Omkreds. 

Bevis. Lad Polygonen være ABCD ... QRST 
(Fig. 6) og de givne Punkter M og N, der ligger i 
Trekanterne ABC og AQR; AM skærer BC i niy 
A N QR i n (16). A, B, C, m og M ligger paa samme 
Side af en vilkaarlig Side S T; det samme gælder 
.4, Q,/?,n og N. C og M ligger paa samme Side af 
AB, ligeledes Q,R,n og iV; endelig ligger A og A^ 
paa samme Side af QR, ligeledes B,C,m og M. Alt- 
saa ligger M og N paa samme Side af enhver af 
Polygonens Sider (12), og Sætningen er bevist. 

Sætning 29, Ethvert Linjestykke, der forbinder 
et Punkt i det Indre af en konveks Polygon med et 
Punkt udenfor Polygonen, skærer een og kun een af 
Polygonens Sider. 

Bevis. Lad Punkterne være M i Trekant AQR 
og N udenfor Polygonen. MN maa skære een af Si- 
derne i Trekant AQR, f. Eks. AR i r mellem M og 
iV (18); r N maa skære enten AS eller SR, f. Eks. 
A S i s mellem r og A^; s N maa skære enten A T 
eller S T i /. Punkterne mellem M og r ligger i Tre- 
kant AQR, de mellem r og s i Trekant ARS, de 
mellem s og t i Trekant A S T, de mellem t og A" 
udenfor Polygonen. MN kan altsaa ikke skære nogen 
anden Side. 

Sætning 30. Et Punkt i Polygonens Indre ligger 
paa samme Side af enhver af Siderne som de Spidser, 
der ikke ligger paa Siden. 

Bevis. Hvis A' ligger i Trekant AQR (Fig. 6), 
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skærer RNAQ i q (16); A, Q,g, R og X ligger da 
paa samme Side af alle Siderne undtagen AB, PQ 
og Q R. For disses Vedkommende benyttes let Hjælpe- 
linjen AX, der forlænget skærer QR (16). 

Sætning 31. (Omvendt.) Et Punkt, der ligger 
paa samme Side af enhver af Siderne som de Spid- 
ser, der ikke ligger paa Siden, ligger i Polygonens 
Indre. 

Thi hvis Punktet laa udvendig, vilde det Linje- 
stykke, der bestemmes af det og et indvendigt Punkt, 
skære een af Siderne, hvilket strider mod det givne. 

Sætning 32 a. Et Punkt, der Ugger i een af de 
Trekanter, der faas ved at dele Polygonen i Trekanter 
med fælles Toppunkt i en vilkaarlig Spids, ligger i 
Polygonens Indre; det samme gælder et Punkt paa 
een af Diagonalerne. 

Hvis Punktet Å' ligger i Trekant CRS, skærer 
C K's Forlængelse RS i L (16); ved Hjælp af L ser 
man nu let, at K ligger paa samme Side af enhver 
af Siderne som de Spidser, der ikke ligger paa Siden. 
Altsaa ligger Å'^ (31) i Polygonens Indre. Det samme 
ses let om et Punkt paa en af Diagonalerne fra C. 

32 b. Hvis et Punkt ligger udenfor alle Trekanter 
med Toppunkt i C, ligger det udenfor Polygonen; 
thi forbindes det med et Punkt i een af de nævnte 
Trekanter, maa det derved bestemte Linjestykke skære 
een af Poligonens Sider (se 29). og Punktet kan da 
ikke være indvendigt. 

Tilføjelse. Herved er det altsaa paavist, at de 
forskellige Sæt af Trekanter med fælles Toppunkt i 
een af Polygonens Spidser bestemmer det samme 
indvendige og det samme udvendige Omraade. 

Sætning 33. Trækkes i en konveks Polygon 
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ABC RST vn \ilkaarl!^ Diagonal AQ, ligger 

BCD P paa samme Side af denne, medens /?, 

S og T ligger paa den anden Side af den. 

Thi Polygonen <Fig. ti) kan konstrueres ud fra 
enhver af Trekanterne ABC og A TS: altsaa er (26) 
Polygonerne ABC I) Q og A TS Q begge kon- 
vekse; desuden ser man straks, at B og Tligger paa 
modsat Side af .4 Q, 

Af denne Sætning folger alle Skæringspunktssæt- 
ninger om den konvekse Polygons Diagonaler. 

Sætning 3i. En Linje, der skærer to af Siderne 

i en konveks Polygon ABC RST^ f. Eks. B C i 

n^ ^g C^ ^^ i ^. deler Polygonens Spidser i to Grupper, 
der ligger paa hver sin Side af Linjen nuu B, A^ T, S 
og H paa den ene, CI) Q paa den anden. 

Thi B og C ligger paa modsat Side af ni/i, 
ligeledes Q og R: Linjen kan ikke skære flere af 
Polygonens Sider (31). Sætningen er nu be^ist. — 
Her>'ed ser man straks, h^ilke Diagonaler, der skærer 
Linjen mn. 

Tilføjelse. Man ser, at Polygonerne A B m n R S T 
og mCl) . . . Qn er konvekse, og at Punkterne i 
ABC ... RST deles i Punkterne i ABmnRST og 
Punkterne i mCD ... Qn, 

Hvis en Transversal defineres som ved Trekanten, 
følger heraf 

Sætning 33. Vilkaarlige Transversaler deler Poly- 
gonen i flere andre konvekse Polygoner, hvis Punkter 
sammen med Punkterne paa Transversalerne, udgør 
det Indre af Polygonen. 

Sætning 36. En Linje,* der skærer en konveks 
Polygons Omkreds i et Punkt, der ikke er en Spids, 
skærer Omkredsen i et Punkt til. 
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Lad Polygonen være ABC , . . RST. Hvis Linjen 
skærer Al\ maa den skære AB eller BT (Aks. 4); 
er det B T, maa den skære B C eller C T o. s. v. 
Man ser straks (32 a, 16), at det ikke er nogen Und- 
tagelse, naar Linjen gaar gennem en Spids og inde- 
holder et indvendigt Punkt. 

Def. Naar i en Polygon ingen Side skærer nogen 
anden Side, kaldes Polygonen simpel; en konveks 
Polygon er altsaa altid simpel. 




FIg, 7. 

Bemærkning, Lad FG, M^ A^, M2 ^2 o. s. v. være 
vilkaarlige Sider i en simpel, ukonveks Polygon. Hvis 
FG's Forlængelse skærer først ^/^ A^ i K^, dernæst 
iVg iV2 i ^2» ^^3^3 i ^3 O- s. V. tilsidst M^n^in i 
K2„, mærker vi os foruden Polygonens Sider og de 

Stykker, hvori de deles af Punkterne Å'^, Å'^ , 

Linjestykkerne Å\ Å%, A'3 A'^, ^2n-i ^2n» hvis 

derimod FG's Forlængelse skærer et ulige Antal 
Sider, M^ N^ i A^, M^ N^ i Ag . . . Mzn^i ^\n+i i ^'2n+i» 
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mærker \\ os foruden Siderne og deres Dele, Linje- 
stykkerne GKjj K^A'g, , K^^K^^^. Derefter 

forlænges en anden Side (eller mulig GF) til Skæring 
med andre Sider, hvorved nye Linjestykker bestem- 
mes paa sanmie Maade. Saaledes kan man fortsætte, 
indtil ingen Sides Forlængelse skærer nogen anden 
Side. Alle de omtalte Linjestykker (Siderne og deres 
Dele medregnede) bestemmer et Antal konvekse Poly- 
goner, hvis Spidser er: dels de givne, dels Skærings- 
punkter mellem en Sides Forlængelse og en anden 
Side, dels Skæringspunkter mellem to Siders For- 
længelser. 

I)ef, Disse konvekse Delpolygoners Indre 
og Omkredse med Undtagelse af de Linjestyk- 
ker, der hører til den givne Polygons Omkreds, 
udgør den givne Polygons Indre. — Bagefter kan 
man (35) slaa to konvekse Polygoner med fælles 
Side sammen til een. Man lægger Mærke til, at en 
Side i en Delpolygon, som ikke hører til den givne 
Polygons Omkreds, er Side i en Delpolygon til (den 
tilstødende Delpolygon), medens dette ikke er Tilfæl- 
det med en Side, der falder paa den givne Polj'gons 
Omkreds. 

Sætning 37. Et Linjestykke, der forbinder et 
Punkt i det Indre af en simpel Polygon med et ud- 
vendigt Punkt, skærer Polygonens Omki'eds et ulige 
Antal Gange. 

Thi Linjen skærer Omkredsen af den Delpolygon, 
hvori det indvendige Punkt O ligger (29, 36); hvis 
dette Skæringspunkt ikke falder paa den givne Poly- 
gons Omkreds, skærer Linjen den tilstødende Delpo- 
lygons Omkreds i et Punkt til (36) o. s. v. indtil 
Linjen skærer den givne Polygons Omkreds i et 
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Punkt P. Er det givne udvendige Punkt Q, og 
indeholder Linjestykket P Q et indvendigt Punkt /?, da 
indeholder altsaa baade PR og RQ et Punkt af den 
givne Polygons Omkreds. Hermed er Sætningen 
bevist. 

Tilføjelse. Paa samme Maade ses, at enhver 
Transversal skærer en simpel Polygons Omkreds et 
lige Antal Gange, naar den ikke gaar gennem nogen 
Spids. 

Sætning 38. Et Linjestykke, der forbinder to 
Punkter i det Indre af en simpel Polygon, skærer 
enten Omkredsen et lige Antal Gange eller slet ikke. 

Bevises paa samme Maade som 37, — Det forud- 
sættes, at Linjestykket ikke gaar gennem nogen Spids. 

Heraf følger 

Sætning 39. En brudt Linje, der forbinder 
et Punkt i det Indre af en simpel Polygon med 
et udvendigt Punkt (og som ikke gaar gennem 
nogen Spids), skærer Omkredsen et ulige Antal 
Gange, medens en brudt Linje, der forbinder 
to indvendige Punkter, enten ikke skærer Om- 
kredsen eller skærer den et lige Antal Gange 
(hvis den ikke gaar gennem nogen Spids). 

Bemærkning om de ukonvekse Firkanter. 

ABC er en vilkaarlig Trekant. 

1^ Vælges D i det Indre af ABC, bliver ABCD 
en simpel ukonveks Firkant (16). 

2°. Vælges I) i B C's udvendige Omraade, skærer 
ADBC, og ABCD er ikke nogen simpel Firkant. 

3°. Vælges D i A B's udvendige Omraade, skærer 
CD AB; Firkanten er altsaa ikke simpel. 

4°. Vælges D i C's udvendige Spidsomraade, vil 
BD skære AC's Forlængelse; kaldes Firkanten da 



32 

I) ABC, ligger C i Trekant DÅB, Altsaa har man 
igen Tilfældet 1°. 

5°. Vælges I) i A's udvendige Spidsomraade, 
skærer BD CA's Forlængelse, og .4 ligger i Trekant 
BCD; kaldes Firkanten BCDA, haves atter Til- 
fældet V. 

6°. Ligger I) i B's udvendige Spidsomraade, maa 
B ligge i Trekant AD C; Firkanten kaldes CD AB, og 
vi har igen Tilfældet 1°. — Altsaa 

Sætning W. I de simple ukonvekse Firkanter lig- 
ger den fjerde Spids i den Trekant, der dannes af de 
tre andre; i andre ukonvekse Firkanter skærer to 
modstaaende Sider hinanden. 

Def. Et System af to Halvlinjer med fælles Ende- 
punkt kaldes en Vinkel. Hvis Halvlinjerne er a og b, 
kaldes Vinklen ab eller ba; a og b kaldes Benene, 
det fælles Endepunkt O kaldes Vinklens Toppunkt 
eller Spids. Hvis a^ og h^ er de modsatte Halv- 
linjer, kaldes a^b^ (&i«i) Topvinkel til ab. a og b 
begrænser (25) et udvendigt Spidsomraade for en 
vilkaarlig Trekant OA^B^, hvor A^ og B^ ligger paa 
a^ og b^. Hvis altsaa et Linjestykke forbinder et 
Punkt i Spidsomraadet (Vinkelomraadet) med et Punkt 
udenfor, vil det skære Begrænsningen een Gang, me- 
dens et Linjestykke, der forbinder to Punkter i Om- 
raadet, ikke skærer Begrænsningen. To Linjer, der 
skærer hinanden i O og i dette Punkt deles, den ene 
i Halvlinjerne a og a^, den anden i Halvlinjerne b 
og 6j, danner altsaa 4 Vinkler, ab, ab^, «i ^i og a^ b, 
ab og a^b kaldes Nabovinkler, ligeledes ab^ og 
a^b^ o. s. V. Man beviser let 

Sætning 4^. Intet af de 4 Vinkelomraader, der 
dannes af to skærende Linjer, har Punkter fælles. 
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og et vilkaarligt Punkt i Planen ligger i et af de 4 
Vinkelrum. 

Bemærkning. Sætning 39 findes mere specielt og 
uden Bevis hos Hilbert. De fleste af de i det fore- 
gaaende nævnte Sætninger plejer man stiltiende at 
benytte uden Bevis, men derfor ogsaa uden at klar- 
gøre sig det aksiomatiske Grundlag. Her er de væ- 
sentlig bevist ved Hjælp af Pasch's Aksiom, der er 
den simpleste Form for den saakaldte ((Forudsætning 
om lukkede Konturer. — Bemærkningen til Aksiom 3 
giver et Punkt C og en Linje AB den Særstilling, at 
alle Linjer gennem C skærer AB; dette hæves ved 
-den efterfølgende Kongruenslære. 



Note til Pag. 13. 1) Alle Punkter af et Linjestykke A C ligger 
paa samme Side af en Linje gennem C (ses ved at forbinde et Punkt 
af Linjen med A og paa det derved bestemte Linjestykke at vælge 
et Punkt; dette danner en Trekant med A og ethvert af A (Ts Punkter. 
Paastandens Rigtighed ses da ved Aks. 4), 

2) Hvis to Punkter A og B ligger paa samme Side af en Linje /, 
da ligger alle Punkter af AB paa samme Side af I som A og B. 
Thi hvis Punktet C mellem A og B ikke laa paa samme Side af Z, 
ser man let, at / maatte skære baade AC og BC i et Punkt D; 
men hvis AC og- B C har et fælles Punkt, maa dette efter 1 baade 
ligge paa samme Side af en Linje gennem C som A og som B, hvil- 
ket let ses at være umuligt. 

3 



Andet Afsnit. 



Kongruens. 

Vi vil nu tilvejebringe en entydig Forbindelse 
mellem Punkterne paa forskellige Halvlinjer, der kan 
falde paa samme Linje eller ikke. Denne Forbindelse 
angives ved Ordet Kongruens og fastsættes ved føK 
gende tre af hinanden uafhængige Bestemmelser. 

I. Lad to vilkaarlige Halvlinjer være / og 
/i med Endepunkterne O og O, ; er A da et Punkt 
af /, eksisterer der paa /^ et og kun et Punkt A^^ 
saaledes at OA er kongruent med O^A^ (OiA^ 
kongruent med OA), i Tegn O A ^^ O^A^ (eller 
Ol Al ==^ OA). (Man siger, at OA er afsat fra O^ 
til A^, at Ol Aj er afsat lig OA og lignende). 

II. Naar to Linjestykker er kongruente med 
samme tredje, er de indbyrdes kongruente. 
— Specielt er altsaa et Linjestykke kongruent 
med sig selv. 

III. Hvis A, J3 og C er Punkter af samme 
Linje, og B ligger mellem A og C, hvis end- 
videre Aj, Bl og Cl er Punkter af samme Linje 
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og jBi ligger mellem A, og C^, og hvis endelig 
AB HT Al Bl og BC = /il Cl, da er AC = A,C^. 

Bemærkning 1, Ved Summen af to Linjestykker, 
AB + Al J5i, forstaas Linjestykket AC, i det BC ^^ 
Al Bl og C ligger i AB's Forlængelse. Denne Addi- 
tion er commutativ. Thi afsættes C D ee: AB i 
BCs Forlængelse har man AB = DC og BC^CB, 
altsaa i Følge Aks. III AC ^ DB. Heri benyttes 
altsaa udtrykkelig, at i denne Kongruenslære bestem- 
mer to Punkter A og B kun et Linjestykke AB eller 
BA. Hvis man derimod omvendt i Kongruenslæren 
gør Forskel paa AB og BA^ kan man ikke af Kon- 
gruensaksiomerne I, II og III og den commutative 
Lov for Linjestykkers Addition slutte, at AB :^ BA. 

Bemærkning 2, Hvis A, B og C er Punkter af 
samme Linje, og B ligger mellem A og C, hvis end- 
videre Al, Bj og Cj er Punkter af samme Linje, og 
^i Ugg^J' mellem Ai og Cj, og hvis endelig 

AC -— Al Cl og 
BC y-^ Bj Cl, da er 
AB - A,Bi. 

Bevises let indirekte. 

Def. To Trekanter ABC og AiB^Ci kaldes 
kongruente (A ABC ■^- A ^^iB^C^), naar AB r^^ 
A,B,, BC Bl Cl og CA C^A,. 

To Vinkler O og O 3 kaldes kongruente, hvis man 
kan bestemme Stykker paa Benene, OA O^A^ 
og OB O^B^, saaledes at AB -- A^B^. (Heraf 
ses, at lige Vinkler — hvis Ben er modsatte Halvlinjer 
— er kongruente (Aks. III)). 

Sætning ^2, Naar to Trekanter er kongruente, 
da er deres Vinkler stykkevis kongruente. 
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I 
Sætning 'i3, Naar to Trekanter er kongruente 

med samme tredje, da er de indbyrdes kongruente. 

Def, En ligebenet Trekant er en Trekant, hvori 
to Sider er kongruente. De to Sider kaldes Benene, 
den tredje Grundlinjen, Benenes Skæringspunkt Top- 
punktet. 

Sætning H. I en ligebenet Trekant er Vinklerne 
ved Grundlinjen kongruente. 

Er Trekanten nemlig ABC, og er A jB = A C, da 
er A ABC- ACBA; thi AB=CB,BC = BA,CA 
AC. 

Heraf følger z. A s- z. C. 

Vi tillægger nu Planen følgende Kongruensegen- 
skaber: 

IV. Givet en Trekant ABC og et Linje- 
stykke A^C^ - AC; der eksisterer da to og kun 
to Punkter B^ og B/, saaledes atA^iB^Ci^ 
A ABC og A A, B/Ci -: A'ABC. B, og B^' ligger 
paa modsat Side af A^ Cj. 

V. Hvis A ABC -^ A Al Bl Cl, og man af- 
sætter parvis kongruente Stykker ud ad Vinkel 
A's og Vinkel A^'s Ben, AD = A,D^ og AE^ 
Ajfii, da er DE^D^E,, 

I, II, III, IV og V kaldes Kongruensaksiomerne. 

Sætning //.). To Trekanter er kongruente, naar 
de har en Vinkel og to hosliggende Sider stykkevis 
kongruente. 

Trekanterne er ABC og A^B^C^; givet z A^ 
zA,, AB = A^B,, AC-A^C,. Da zA^z.A,, 
kan man afsætte de parvis kongruente Stykker A /) ^ 
Al Dl og AÆee AiJSi, saaledes at DE = D^E^. Alt- 
saa er A ADE ^ /\, A^ D^E^; da nu AB:^A^B^ og 
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AC Al Cl, er efter Aks. V BC-B^C^ og derfor 
AABC-^AA.B^C^. 

Sætning i6. Givet en Vinkel A, samt en Halv- 
linje b med Endepunkt B. Man kan da bestemme to 
og kun to Halvlinjer c og Tj, saaledes at .^ &r ^ ^. A 
og ^ &Ci ~: z. A, c og Cl ligger paa modsat Side af h. 

Paa Vinkel A's Ben vælges to vilkaarlige Punkter 
Aj og A^; ud ad h afsættes BB^ s AA^; der 
eksisterer da to Punkter B.^ og B^\ hver paa sin 
Side af BB^, saaledes at A BB^ B^ : A A Ai A.^ og 
ABB^B^'^ AAA^A^ (Aks. IV). Heraf følger, at 
... B, J5Bi ^ ^/ A, A Al og ^ B^'B J5i - / A^ A Ai (42). 
En anden Halv- 
linje rf gennem 
B danner ikke 
samme Vinkel med 
Halvlinjen b; thi 

hvis ^ bd ri A, 

maatte man kunne 
bestemme kon- 
gruente Trekanter 
med to Sider hen- 
holdsvis paa AAi n^. g 
og A A2 og paa b 

og (h A BA/xV A APQ. Hvis man da afsatte AA^ 
og AA2 ud ad b og rf, fik man en Trekant BB^R- 
AAA1A2 (45), derfor med A^B^B^ (44); men 
dette er umuligt (Aks IV). 

Sætning hl, Naar to Vinkler er kongruente med 
samme tredje, da er de indbyrdes kongruente. 

Bevises let ved Aks. V. 

Sætning hS, To Trekanter er kongruente, naar de 
har en Side og de hosliggende Vinkler stykkevis ligestore. 
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Trekanterne er ABC og A^B^C^; givet AC^ 
A^ Cl, zi A -JE z Aj og z.C = /^ Cj. Hvis A^ B^ ikke 
var kongruent med AB, kunde man paa AB eller 
.1 B's Forlængelse bestemme et Punkt A/, saa at A A/ 
r::A,Bi. ^lan har da A AMC - :^ A^BiCi (45). 
Men da maatte ^ ACMzn z. A^C^B^ (42); desuden 
er / ACB- ._ AiCiBi, altsaa ACM _^ /_ACB 
(47); men da A/ og B ligger paa samme Side af ACy 
er dette umuligt (46). Altsaa er AB ^ A^B^ og Tre- 
kanterne kongruente (45). 

Sætning W. Naar i en Trekant to Vinkler er 
kongruente, da er Trekanten ligebenet med den tredje 
Vinkelspids som Toppunkt. 

Trekanten er ABC og .^^ A ~ z. C, Man har 
AC CA 
Z.A-: C 

z_ C = z. A, altsaa ^ ABC a C B A (48) 
og derfor AB^C B. 

Sætning 50. Naar to Vinkler er kongruente, da 
er deres Nabovinkler ogsaa kongruente. 

Bevises let; se f. Eks. Hilbert: Grundlagen der 
(ieometrie. 

Tilføjelse, Heraf følger, at Topvinkler er kon- 
gruente. 

Sætning 51. Hvis a, /> og c er tre Halvlinjer 
med fælles Endepunkt O, og a^, b^ og c^ tre Halv- 
linjer med fælles Endepunkt Oj, hvis dernæst z ab 
z a^b^ og z. bc zb^c^, i det b ligger mellem 
a og c og b^ mellem a^ og c^, da er z ac = za^Cj. 

Man afsætter ud ad a og a^ OA — O^A^ og ud 
ad c og Cl OC O^C^; AC skærer b i B; OiB^ 
afsættes ud ad b^ kongruent med OB. Af kongruente 
Trekanter (45) følger z O^B, C, zz^OBC ogz 0,B, A, 
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j^OBA. Men efter 50 er Nabovinklen til z. 0^ J3 C^ 
ogsaa kongruent med Z.OBA; altsaa ligger C^B^ og 
A^ i en ret Linje. Da nu B^ C^ - BC og A^ B^ ^£ 
AB, er AC . a\c^ (Aks. III) og derfor A OAC^i 
A Oj Al Cj. Altsaa er z. ar ^^ z a^ c^. 

Bemærkning. Sætningerne 46, 47 og 51 fast- 
lægger Vinklers Kongruens paa samme Maade som 
Aksiomerne I, II og III bestemmer Linjestykkers 
Kongruens. For saa vidt to Vinkler bestemmer en 
tredje, der kan kaldes deres Sum (ab + bcac, 
hvis b ligger mellem a og c), da er denne Vinkel- 
addition commutativ, da to Halvlinjer her siges at 
bestemme een Vinkel. — Man har ogsaa her, at hvis 
h ligger mellem a og r, fo^ mellem fli og c^, og hvis 
ar L _ flj Cj og bc ^.: b^ r^ da er ab - a^ b^ (bevises 
indirekte). 

Def. Givet /\ABC; paa ACs Forlængelse be- 
stemmes et Punkt A^y saaledes at C A^ _ z A C; A Aj BC 
kaldes da Nabotrekant til A ABC; en Trekant har 
altsaa 6 Nabotrekanter. Hvis de to Trekanter er 
kongruente, kaldes den givne Trekant retvinklet ved 
C; AB kaldes Hypotenusen, AC og BC Kateterne. 

Ved 50 og 45 bevises 

Sætning 5?. Naar to Trekanter er kongruente, 
da er deres Nabotrekanter ogsaa kongruente. 

Sætning 53, Der eksisterer retvinklede Trekanter. 

Bevis. Man tænker sig en vilkaarlig Trekant ABC; 
der eksisterer nu paa modsat Side af BC som A et 
og kun et Punkt A\ saaledes at A ABC = A ABC 
(Aks. IV). A A' skærer BC i et Punkt D, og A AB D 
er da retvinklet ved I); thi AB A'B, BD^BD og 
^ABD = ._^ A'BI) (42), altsaa A AB/) — AA^BD 
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(45) og AD^A'I), saaledes at ABD og A'BD er 
kongruente Nabotrekanter. 

Sætningerne: 

Naar A -^ B C er retvinklet ved C, da er A ^ I^ C 
ogsaa retvinklet ved C, naar D er et vilkaarligt Punkt 
af Linjen BC og 

naar /\, ABC er retvinklet ved C, da er A A^BC 
ogsaa retvinklet ved C, naar A^ er et vilkaarligt 
Punkt paa Linjen C A 

bevises let. 

Heraf følger 

Sætning 5i. Naar A ABC er retvinklet ved C, 
da er A A^ B^C ogsaa ret\inklet ved C, naar A^ er 
et vilkaarligt Punkt af Linjen CA og B^ et vilkaarligt 
Punkt af Linjen CB. 

Sætning 5.). To retvinklede Trekanter er kon- 
gruente, naar Kateterne er stykkevis kongruente. 

Lad Trekanterne være ABC 
og Al B^ Cl, som er retvinklede 
ved C og Cl, AC= Al C^, BC 
zzB^C^. Nu bestemmes den 
Trekant ACE^ som er kon- 
gruent med Al Cl Bl, og hvis 
Spids E ligger paa samme Side 
af A C som B (Aks. IV). Linjen 
CE vil da enten skære AB 
eller AB, i det ACB's Nabo- 
trekant ved BC er A'CB (a ACB 
== A A'CB); skærer f. Eks. CE AB i F, og afsættes 
BG = BF ud ad B A\ faas AC = A'C, AF^A'G 
(Bem. 2 til de 3 første Kongruensaksiomer), ^CAF 
izLZ CA'G, altsaa a ACFi. s A'CG. Men man har 
ogsaa A ACF t a A'CF\ thi a ACF er retvinklet 
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ved C (54), da a AC E er retvinklet ved C; a ACF er 
derfor kongruent med sin Nabotrekant A*C F. Altsaa 
er A A'C G: A A'C F, hvilket strider mod Aks. IV. 
Beviset er ganske analogt, naar CE skærer A'B. 

Sætning ,')6. Hvis A ABC er retvinklet ved C og 
A Aj J3i Cl er retvinklet ved C^, da er ^ C eh z Cj. 

Paa CB og C A bestemmes Punkterne B' og A\ 
saaledes at CB' = C^B^ og CA'^C^A^\ a A'B'C 
er da retvinklet ved C (54) og kongruent med a A^B^C^ 
(55). Altsaa ,/ C -2 ^ Ci (42). 

/)e/. Ved en ret Vinkel forstaas en Vinkel, der 
er kongruent med ^. C i en Trekant ABC, som er 
retvinklet ved C. Den rette Vinkels Ben siges at 
staa vinkelret paa hinanden. 

Sætning ;>7. En ret Vinkel er kongruent med 
sin Nabovinkel, og alle rette Vinkler er kongruente. 

Bemærkning, Spidse og stumpe Vinkler defineres 
nu paa sædvanlig Maade. 

S 2. 

Aksiom VL Ethvert Linjestykke AB har et 
Midtpunkt M o: et Punkt A og B, saaledes at AM 
= MB. 

Bemærkning. Man viser nu let ved Aks. I og III, 
at hvis AB ~2 A^ B^, og M og M^ er de to Linjestyk- 
kers Midtpunkter, da er AM ^ A^M^. 

Ved Hjælp af dette Aksiom, Pasch's Aksiom 
og Sætning 45 beviser man som Euclid 

Sætning 58, Nabovinklen til en Vinkel i en Tre- 
kant er større end enhver af Trekantens andre Vink- 
ler. (Man siger, at Summen af to Vinkler er større 
end enhver af Addenderne). 

Af denne Sætning følger paa sædvanlig Maade 
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Sætning .).9. Overfor en større Side ligger en 
større Vinkel og omvendt (til Beviset for den sidste 
benyttes ogsaa 49), og 

Sætning 60. Den største Side i en Trekant er 
mindre end de to andres Sum (se Def. ovenfor i 58). 

Endvidere følger af Sætningen om Nabovinklen 
de sædvanlige Sætninger om den vinkelrette fra et 
Punkt paa en Linje og Skraalinjer, samt følgende 

Sætning 61. I en ligebenet Trekant er Vinklerne 
ved Grundlinjen spidse. 

Endelig benyttes ogsaa Sætningen om Nabovinklen 
(og derved Aks. VI) til at bevise følgende to Kon- 
gruenssætninger: 

Sætning fi?. To Trekanter er kongruente, naar 
de har en Side, en hosliggende og en modstaaende 
Vinkel stykkevis ligestore. 

Trekanterne er ABC og A^B.C^; givet AC^^- 
Al Cl, z. A ^ zi A^, z. B - z. B^. Hvis man paa 
Linjen A^B^ bestemmer B/ saaledes at A^^B'imAB, 
da er A A, B' C _ A ABC (45); man har da z. B - 
z. B' og z B^ z. J3i, altsaa z B' - z B (47). Men 
dette er umuligt (58). 

Sætning 63. To Trekanter, der har en Vinkel, 
en hosliggende og en modstaaende Side stykkevis lige- 
store, er kongruente, naar den modstaaende Side er 
større eller hg den hosliggende. 

Bevises paa lignende Maade som 62. 

Sætning 64. I en ligebenet Trekant vil Højden 
paa Grundlinjen halvere denne og Topvinklen. 

Bevises indirekte. 

Bemærkning. Fra et Punkt A udenfor Linjen a 
fældes den vinkelrette AB paa a; B deler a i to 
Halvlinjer, fli og ag. Vi betragter de Halvlinjer gen- 
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nem A, der ligger paa samme Side af Linjen .4 B som 
a^. Hvis en Halvlinje gennem A skærer a^ i C, da 
\il enhver Halvlinje mellem AC og AB ogsaa skære 
a^; hvis to Halvlinjer gennem A ikke skærer flj, da 
vil enhver Halvlinje mellem dem heller ikke skære Oj. 
Den vinkelrette paa AB \ A skærer ikke a^; hvis to 
Halvlinjer gennem A danner samme Vinkel med denne 
vinkelrette (ligger symmetrisk om den vinkelrette), 
vil de enten hægge skære Linjen a (i Punkter Cj og 
Co, saaledes at BC^ i- BC^\ eller ogsaa vil ingen af 
dem skære a. 

l)ef. To Punktsystemer er kongruente, naar de 
svarer til hinanden Punkt for Punkt, saaledes at Af- 
standen mellem to vilkaarlige Punkter i det ene Sy- 
stem er kongruent med Afstanden mellem de til- 
svarende Punkter i det andet System. 

Bemærkning. For at vise, at der eksisterer Punkt- 
systemer kongruente med et givet ABC I) . , ., kan 
man, hvis der findes 3 Punkter A, B og C, som dan- 
ner en Trekant, hegynde med at tænke sig en Tre- 
kant AiBjCi AABC; der eksisterer nu to Tre- 
kanter kongruente med BCD og med Siden B^^C^, 
Vi vælger den, hvis tredje Vinkelspids I)^ ligger paa 
samme Side af B^C^ som A,, hvis A og I) ligger 
paa samme Side af BC; hvis .1 og I) ligger paa mod- 
sat Side af /iC, vælges D^ paa modsat Side af Bi C^ 
som Aj. Man har da B^I)^ BD og C^I)^ CI); 
endvidere er A A^ B^D, A ABD (45), altsaa A^ I)^ 
Ir A /). Der eksisterer nu to Trekanter kongruente med 
C DE og med Siden C^^D^; man vælger igen mellem 
disse to ved Hjælp af B^ og viser atter at fi^ B^ - 
EB og £i Al EA o. s. V., o. s. v. 

Sætning 65. Hvis altsaa to Punktsystemer er kon- 
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gruente, og man vælger et vilkaarligt Punkt, som 
regnes med til det ene System, da kan man finde et 
og kun et Punkt, der kan regnes med til det andet 
System, saaledes at de to nye Punktsystemer er kon- 
gruente. Efter Sætning 64 er Aks. VI ikke anvendt. 

Def. Ved en Cirkel forstaas Samlingen af Punk- 
ter med samme Afstand fra et givet Punkt; dette kal- 
des Centrum og Afstanden Radius. — Et Punkt ligger 
indenfor en Cirkel, hvis dets Afstand fra Centrum er 
mindre end Radius, udenfor Cirklen, hvis Afstanden 
fra Centrum er større end Radius. — En Polygon er 
indskreven i en Cirkel, naar dens Vinkelspidser ligger 
paa Cirklen. 

Sætning 66. Et Punkt, der ligger i det Indre af 
een i en Cirkel indskreven Polygon, ligger indenfor 
Cirklen. 

Thi hvis Cirklen har Centrum O, og Polygonen 
er ABC DE..,, og er endelig det givne Punkt P, da 
vil OP's Forlængelse skære een af Siderne, f. Eks. 
BC i M(16); den vinkelrette fra O paa flC træffer i 
dennes Midtpunkt Q (64). Hvis M nu ligger mellem 
B og Q, da er OP < OM < OB; falder M i Q, da er 
ligeledes OM < OB. — Den omvendte Sætning for- 
muleres og bevises let. 

Sætning 67. Hvis to Punkter af en Cirkel ligger 
paa modsat Side af en Korde, da maa det Linjestykke, 
der forbinder dem, skære selve Korden, ikke dens 
Forlængelse. 

Thi Linjestykket er selv en Korde, og alle dens 
Punkter paa Endepunkterne nær har en Afstand fra 
Centrum mindre end Radius. — 
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Heraf følger, at hvis en ukonveks Polygon er 
indskreven i en Cirkel, da er Polygonen ikke simpel. 

Def. To Cirkler ligger udenfor hinanden, naar 
de ikke har Punkter fælles, og der ikke er noget 
Punkt, som ligger i bægge Cirkler. 

Sætning 68. Hvis Centerlinjen er større end 
Radiernes Sum, ligger Cirklerne udenfor hinanden 
og omvendt. 

Thi hvis Centrene er A og B, Radierne R.x og /?«, 
og er tillige AB > Ra \ Rh og A C < Rm da har man 
(60) BC > AB —AC> /?«. Hvis C altsaa ligger 
indenfor eller paa den ene Cirkel, ligger C udenfor 
den anden. Hvis omvendt AB = Ra 4- Ru, faar Cirk- 
derne det Punkt fælles, der deler AB i Stykkerne 
Ra og Rb. Hvis A B < Ra 4 /?«, kan man afsætte 
A M = Ra i samme Retning som AB og B X ~ Ru i 
samme Retning som BA; M og .V kan da ikke falde 
i samme Punkt. Hvis Ra og /?« bægge er mindre 
end AB, falder M og A" ogsaa paa Linjestykket AB: 
et Punkt P paa MX ligger da indenfor bægge Cirkler, 
thi BP<BN og A P < A M. Hvis Ra > AB > B«, 
vælges P mellem .V og B. Hvis B« > A B og Ra > A /i, 
vælges P mellem A og B. Hvis altsaa Cirklerne lig- 
ger udenfor hinanden, er Centerlinjen større end Ra- 
diernes Sum. 

Man lægger Mærke til, at Beviset for den første 
Del af Sætningen benytter Kongruenslæren, Aks. VI 
iberegnet. 

Def. To Cirkler rører hinanden udvendig, naar 
de kun har et Punkt fælles, og intet Punkt ligger 
indenfor bægge Cirkler. 

Sætning 69. Hvis Centerlinjen er lig Radiernes 
Sum, rører Cirklerne hinanden udvendig og omvendt. 
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Den første Del af Sætningen fremgaar af det 
foregaaende (68), naar man tilføjer, at hvis to Cirkler 
har to Punkter fælles, da staar Centerlinjen vinkelret 
paa Midten af den fælles Korde (64) (heraf følger 
ogsaa, at 3 Punkter ikke bestemmer mere end een 
Cirkel). Hvis omvendt Cirklerne rører hinanden ud- 
vendig, ligger Røringspunktet paa Centerlinjen, og 
denne er derfor lig Radiernes Sum. 

Def. To Cirkler har indvendig Røring, naar de 
kun har et Punkt fælles, og der ligger Punkter inden- 
for bægge Cirkler. 

Sætning 70. Hvis Centerlinjen er lig Radiernes 
Differens, har Cirklerne indvendig Røring og omvendt. 

Thi naar AB = Ra — Rb, da ligger et Punkt M 
paa A B's Forlængelse, bestemt ved A M = Ra^ paa 
bægge Cirkler. Ethvert Punkt indenfor eller paa 
Cirklen B (med B som Centrum) med Undtagelse af 
M Hgger i Cirklen A; thi er Punktet P, og er C et 
Punkt af A B, bestemt ved BC = BM, da er, hvis C 
ligger mellem A og B, z APM> .^CPM <C MP, 
da Diameteren er større end enhver Korde (60). 
Altsaa er A M > A P. Hvis derimod A ligger mellem 
M og C, da er AP < AB -{- BP < AM. — Den om- 
vendte Sætning bevises let. 

Def. Cirklen B ligger indeni Cirklen A, naar 
alle dens Punkter ligger indeni Cirklen A. 

Sætning 71. Hvis Centerlinjen er mindre end 
Radiernes Differens, da Hgger Cirklen med mindst 
Radius indeni Cirklen med størst Radius; den om- 
vendte Sætning gælder ogsaa. 

Er nemlig Centerlinjen AB<Ra — Rh, og skærer 
A B forlænget Cirklen B i C, da er A C < Ra, men 
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A C er den største Afstand fra A til noget Punkt i 
Cirklen B (60). 

Den omvendte Sætning bevises let. 

Af det foregaaende fremgaar følgende 

Sætning 72 a (og den omvendte). Hvis Center- 
linjen er mindre end Radiernes Sum og større end 
deres Differens, da er der Punkter, som ligger i 
bægge Cirkler, og Punkter indenfor den ene, som 
ligger udenfor den anden. 

Bemærkning. Tangenten til et Punkt af Cirklen 
bestemmes paa sædvanlig Maade. 

.^ 4. 

Vi vil nu udvide det første Kongruensaksiom om 
Trekanter ved følgende Ændring: 

Aksiom IV B. Givet et Linjestykke AC og 
to andre Linjestykker a og r, saaledes at a + r 
> AC. Der eksisterer da to og kun to Punkter 
B og B\ saaledes at AB = AB'r^a og CB-.CB* 
= 6. J5 og J3' ligger paa modsat Side af AC. 
Dette Aksiom overflødiggør Aksiomet om Eksistensen 
af et Linjestykkes Midtpunkt (se Euclid I 9). 

Bemærkning. Aks. IV B er uafhængigt af de tid- 
ligere angivne Aksiomer, samt af Parallelaksiomet, 
hvilket er bevist i min Afhandling: Om Konstruk- 
tioner uden Cirkler (Nyt Tidsskrift for Matematik,. 
12te Aargang). Det er nemlig der (i 25) paavist, at 
man ikke ved Hjælp af Lineal og et Apparat til at 
afsætte Linjestykker med (Streckeniibertråger) kan 
bestemme to vilkaarlige Cirklers Skæringspunkter. 
Men disse Konstruktioner er netop dem, der tillades 
af Kongruensaksiomerne I, II, III, IV og V, samt Pa- 
rallelaksiomet. (Aks. IV B er tillige uafhængigt af 
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Archimedes' Aksiom; dette er bevist af Schor i en 
Afhandling, hvortil jeg kun har set Forfatterens Manu- 
skript). Ved Hjælp af Aks. IV B bevises let, at en 
ret Linje, som forbinder et indvendigt og et udven- 
digt Punkt, skærer Cirklen i et Punkt; denne Sætning 
erstatter forøvrigt Aksiomet. Man kunde ogsaa nøjes 
med at gøre den Antagelse, at der eksisterer en lige- 
sidet Trekant med given Side, saaledes som Euclid 
gør det i sin første Konstruktion (uden at han dog 
har opstillet dette Aksiom). Aksiom IV B er endelig 
ensbetydende med følgende 

Sætning 72 b. Naar Centerlinjen for to Cirkler 
er mindre end Radiernes Sum og større end deres 
Differens, da skærer Cirklerne hinanden i to Punkter. 

Bemærkning. En Trekant er nu ogsaa bestemt 
ved en Vinkel, en hosliggende og en modstaaende 
Side, som ikke er mindre end den hosliggende. Ved 
Hjælp heraf bestemmes Tangenterne fra et udvendigt 
Punkt til en Cirkel, medens denne Bestemmelse ikke 
kan ske uden Aksiomet, heller ikke naar man tager 
Parallelaksiomet til Hjælp. 

Bemærkninger til Kongriienslæren. 

Hilberts Kongruenslære i ((Grundlagen der Geo- 
metrie)) indledes med de samme 3 lineære Kongruens- 
aksiomer som den foranstaaende; det ligger i Sagens 
Natur, at man ikke ved Hjælp af disse Aksiomer kan 
besvare Spørgsmaalet: Hvad forstaas ved, at to Linje- 
stykker er kongruente? Derimod indeholder de 3 
Bestemmelser det nødvendige og tilstrækkelige Ma- 
teriale til Behandling af Kongruens paa en ret Linje. 
Dette er analogt med, at man heller ikke ønsker Svar 
paa Spørgsmaalet: Hvad er et Punkt? Men man 
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fastsætter Forbindelsen mellem Punkter og rette Lin- 
jer ved Bestemmelser som: to Punkter bestemmer er 
ret Linje. Derimod definerer man udtrykkelig en 
Vinkel; thi en Vinkel er en Form, der er afledet af 
Grundformen, den rette Linje. Ligeledes bør man 
definere 2 Vinklers Kongruens ved Hjælp af Linje- 
stykkers Kongruens (se for^n). Det forekommer mig 
at være en Mangel i Hilberts Kongruenslære, at en 
saadan Definition ikke findes; han behandler Vinklen 
som en Grundform, idet han uden Definition opstiller 
Aksiomerne IV og V, der svarer til Aksiomerne I og 
IL Dermed er Vinkelkongi'uensen endnu ikke fast- 
lagt, men er tværtimod udefineret indtil Satz 13, der 
svarer til Aks. III om Linjestykker. Men forinden 
benyttes Vinkelkongi-uens f. Eks. i Trekantskongruens- 
aksiomet VI. Dette Kongi'uensgrundlag er særlig util- 
fredsstillende og uforstaaeligt, naar der er Tale om 
Sætninger, der ikke omhandler Vinkelkongruens. 

I den foranstaaende Kongruenslære er Trekanters 
Kongruens defineret ved Sidernes Kongruens, som i 
den sædvanlige Fremstilling er en nødvendig og til- 
strækkelig Kongruensbetingelse; dette primære Tre- 
kantskongruensbegreb er simplere og mindre fyldigt 
end Hilberts. Dette er især iøjnefaldende ved Sæt- 
ningen om Vinklerne i en ligebenet Trekant, der hos 
mig er en umiddelbar Følge af Definitioner og altsaa 
intet virkeligt Indhold har, medens den hos Hilbert 
bevises ved alle Aksiomerne; derimod kommer Ind- 
holdet hos mig i den omvendte Sætning. — Aksiomet 
om Vinklens Omvending, der hos Hilbert er indeholdt 
i VI, indeholdes her i V. I samlet Rækkevidde er 
Aksiomerne I, II, III, IV og V identiske med Hilberts. 

Vil man sammenstille denne Kongruensopfattelse 

4 
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med den, der knytter sig til Bevægelsesforestillinger, 
kan man f. Eks. tage det i den tidligere nævnte Af- 
handling af Johannes Petersen opstillede Aksiom- 
system. Hvis man her vil bevise Sætningen: Et Linje- 
stykke AB kan ikke være kongruent med AC paa 
samme Halvlinje med Endepunkt A, med mindre B 
og C falder sammen — da har man intet Hjælpe- 
middel i Aksiomerne. Punktet A ligger fast; hvorfor 
kan B saa ikke bringes hen i C? Skal man bevise 
den tilsvarende Sætning om Vinkler, ligger et fælles 
Ben fast; hvorfor kan de to andre saa ikke bringes 
til Dækning? Besvarelsen af disse Spørgsmaal ligger 
som sagt ikke i Aksiomerne; den maa derfor ligge i 
Forestillingen om et uforanderligt Punktsystem; men 
denne Forestilling skal altsaa fastslaas aksiomatisk. 



Tredje Afsnit, 

Vi vil nu til Aksiomerne i 1ste Afsnit og Kon- 
gruensaksiomerne I, II, III, IV, V og VI føje den Kon- 
tinuitetsbestemmelse, at to rette Linjer, som ikke 
skærer hinanden, har en korteste Afstand, 
d. V. s. at af de Linjestykker, der bestemmes ved to 
Punkter, et paa hver Linje, er der et, der er mindre 
end alle andre. 

Sætning 7.1 To Linjers korteste Afstand er vin- 
kelret paa bægge Linjer. 

Thi hvis den korteste Afstand ikke var vinkelret 
paa bægge Linjer, kunde man fra dens ene Ende- 
punkt fælde en vinkelret, der var mindre end den 
korteste Afstand. 

Sætning 7i. To Linjer kan ikke have mere end 
een Fællesnormal. 

Thi hvis de havde een foruden den korteste Af- 
stand, vilde dennes symmetriske Linje med Hensyn 
til den anden Fællesnormal være kongruent med den 
korteste Afstand. 

Hjælpesætning. Hvis A C er den vinkelrette fra 
A paa en Linje gennem C og AB <: AC^ da ligger 
A og B paa samme Side af Linjen. 
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Thi hvis A og B laa paa modsat Side af Linjen, 
da vilde AB skære Linjen i et Punkt D mellem A 
og jB; altsaa har man AB>AD, men AD>ACy 
altsaa AB> AC, hvilket strider mod det givne. 

Sætning 75. Naar i en Firkant 3 Vinkler er rette, 
da er den fjerde spids. 

Lad Firkanten være ABCD, z^ J3 = zi C ie _^_ /J 
= 1R; C E er vinkelret paa A E, der er A B's Normal 
i A. Man har nu C E > AB, da AB er den korteste 
Afstand mellem AE og BC; paa samme Maade er 
CD< AB, altsaa er C D < C E. D ligger derfor paa 
samme Side af A £ som C; heraf følger atter, at z. A 
i Firkant ABC D er mindre end 1 R. 

Bemærkning. Fra A fælder man den vinkelrette 
AB paa en Linje /, samt de vinkelrette AD paa /'s 
Normal i C og A F paa /'s Normal i E, E ligger i 
BC's Forlængelse. F maa da ligge paa samme 
Side af AD som E. Thi fældes den vinkelrette DG 
paa E F, falder i Følge det foregaaende G paa samme 
Side af AD som E; hvis nu G og F falder paa mod- 
sat Side af A Z), vil A D's Forlængelse skære E F i 
et Punkt H mellem F og G. Men nu har man 
z.AHF>z.DGF=lR og z. AHG> z. AFH = IR, 
hvilket er umuligt, da to Nabovinkler ikke bægge kan 
være større end IR. — Heraf følger, at AF danner 
en mindre Vinkel med AB end AD. 

Sætning 76. Naar i * en Firkant to modstaaende 
Vinkler er rette, da kan de to andre ikke bægge være 
stumpe. 

Firkanten er ABC D, z. A ~ z^ C = 1 R: hvis B og 
D bægge er stumpe, kan man oprejse en vinkelret 
paa AB i B og en vinkelret paa AD i D; disse vin- 
kelrette skærer hinanden i et Punkt E i Firkanten. 
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Firkant AB ED har 3 rette Vinkler, og den fjerde er 
derfor spids; men Linjen CE deler ._ £ i to, a og /^, 
og 58 viser nu, at a + /^ > C = / 7?. Altsaa kan z. B 
og .^ I) ikke bægge være stumpe. 

Sætning 77. Summen af de spidse Vinkler i en 
retvinklet Trekant er mindre end / R. 

Trekanten er ABCy A den rette Vinkel; M er 
Midtpunktet af BC; AM forlænges til I)^ saaledes at 
AM MD. Man ^er da let, at A AB3/— A/>CA/ 
og A ACMz ADBM; .^ /) i Firkant AB DC er 
da ret. Vinklerne J3 og C i Firkanten kan da ikke 
bægge være stumpe; da de er ligestore, maa de alt- 
saa bægge være spidse, thi hvis de bægge var rette, 
havde AC og BD to Fællesnormaler. Men Summen 
af de spidse Vinkler i /\ ABC er netop lig med een 
af disse Vinkler. 

Sætning 78. Summen af Vinklerne i en Trekant 
er mindre end 2 R. 

Bevises ved Hjælp af den foregaaende Sætning, 
idet man fælder en Højde, som falder i Trekanten. 

Def. Ved et Straalebundt (S) forstaas Samlingen 
af rette Linjer gennem samme Punkt i' eller Sam- 
lingen af rette Linjer med samme Fællesnormal. 

Sætning 79. Gennem et vilkaarligt Punkt gaar 
altid een og kun een ret Linje, som tilhører et Bundt, 
der ikke har Toppunkt i Punktet. 

Thi hvis Bundtet {S) har Toppunkt i Punktet S, 
bestemmer S og det givne Punkt en ret Linje; hvis 
Bundtet {S) har en Fællesnormal, gaar der gennem 
det givne Punkt een og kun een ret Linje vinkel- 
ret paa Fællesnormalen, og denne hører med til 
Bundtet (S). 

Def, Vi definerer nu et Punkt i udvidet For- 
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stand som et Straalebundt. Denne Definition inde- 
holder den oprindelige Opfattelse af Ordet Pnnkt, for 
saa vidt Bundtet har et Toppunkt; hvis dette ikke er 
Tilfældet, hører der til Punktet en Fællesnormal. Vi 
benytter ofte Betegnelsen egentlige og uegentlige 
Punkter; et egentligt Punkt er da det tidligere 
omtalte, medens et Linjebundt med Fælles- 
normal betegnes ved et uegentligt Punkt. 

Bemærkning. To egentlige Punkter bestemmer 
een og kun een ret Linje. 

Et egentligt og et uegentligt Punkt bestemmer 
een og kun een ret Linje, nemlig den vinkelrette fra 
det egentlige Punkt paa Fællesnormalen til det 
uegentlige. 

To uegentlige Punkter, hvis Fællesnormaler ikke 
skærer hinanden, bestemmer een og kun een ret Linje, 
nemlig Fællesnormalen til Punkternes Fællesnormaler. 

Hvis derimod Punkternes Fællesnormaler skærer 
hinanden, bliver der ingen fælles Linje for de to 
Bundter, og Punkterne bestemmer altsaa ikke nogen 
ret Linje. 

To rette Linjer bestemmer altid et Punkt (Skæ- 
ringspunkt). 

Man kan om vilkaarlige Punkter af en ret Linje 
danne lignende Forestillinger som dem, der angives 
ved Ordet ((mellem)), der anvendes om egentlige Punk- 
ter. Dette gøres ved at indføre Begrebet ((skille)). I 
det følgende er der foreløbig Tale om egentlige 
Punkter. 

Def, Naar den i Aks. 2 angivne Orden af Punk- 
terne A, B, C og D er A, B, C, D, da siger man, at 
Punktparrene (AC) og (BD) skiller hinanden, altsaa 
ogsaa, at Punktparrene (BD) og (AC) skiller hinanden. 
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Naar man nu for bekvem Talebrugs Skyld tillader 
Ombytning af Bogstaverne i samme Parentes, maa 
man fastsætte, at naar Punktparrene (AC) og (BI)) 
skiller hinanden, er Ordenen af Punkterne A, 
B, C, I) eller en Orden, der faas heraf ved at 
ombytte A og C indbyrdes, B og D indbyrdes, 
A med et af Punkterne B og A naar C samtidig 
ombyttes med det andet. Man ser straks, at naai* 
man betragter 4 Punkter .4, B, C og I) af en ret 
Linje, da er der 3 Muligheder og ikke flere: 1) Punkt- 
parrene (AB) og (C/)), 2) (AC) og (BD), 3) (AD) 
og (BC) skiller hinanden. 

Def. Hvis Punktparrene (A C) og B D) paa en 
ret Linje skiller hinanden, og man forbinder Punk- 
terne A, By C og D med et Punkt O udenfor Linjen, 
da bestemmes derved 4 Halvlinjer (Straaler), om 
hvilke man siger, at Straaleparrene (OA, O C) og 
(OB, OD) skiller hinanden. 

Sætning 80, Hvis Straaleparrene (OA, OC) og 
(OB, OD) skiller hinanden, og en ret Linje skærer 
O A i a, Ofi i fc, OC i c og OD i rf, da skilier Punkt- 
parrene (ae) og (hd) hinanden, (a, fc, c og d an- 
tages at være egentlige Punkter paa de nævnte Linjer, 
altsaa paa de nævnte Halvlinjer eller deres modsatte). 

Bevis. Hvis a ligger paa Halvlinjen OA og c 
paa Halvlinjen O C, da maa Linjen ae skære OB i b 
mellem a og c, medens rf, hvori Linjen skærer Halv- 
linjen OD eller dens modsatte, ligger udenfor Mel- 
lemrummet mellem a og c; hvis a forbindes med e 
paa OC's modsatte Halvlinje, vil ae skære OD's mod- 
satte Halvlinje i rf, medens 6, hvori Linjen skærer 
Halvlinjen OB eller dens modsatte, ligger udenfor 
Mellemrummet mellem a og c. 
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Paa samme Maade ses Sætningen at gælde, naar 
a ligger paa O A*s modsatte Halvlinje. 

Sætning 81. Naar fire Linjer gaar gennem samme 
Punkt, der altsaa deler hver af Linjerne i to Halv- 
linjer, kan der altid bestemmes Linjer, som skærer 
fire Halvlinjer, hørende hver til sin af de givne Linjer, 
i fire egentlige Punkter. 

Lad Linjerne være a, 6, c og r/. Halvlinjerne a^ 
og ag, 6i og b^. Cl og Cg, d^ og d^\ 3 Halvlinjer af 
ft, c og d maa da ligge paa samme Side af a, f. Eks. 
fej. Cl og rfj. To af disse 3 Halvlinjer maa ligge i 
det Vinkelrum, der dannes af den tredje og a^, maaske 
Hgger 6i og Cl i Vinkelrummet {a^d^). En Linje, 
der forbinder et Punkt af a^ med et Punkt af rf^, 
vil da skære b^ og c^ i to egentlige Punkter. Man 
lægger Mærke til, at af de 4 Halvlinjer kan de 3 
vælges vilkaarligt, naar man blot kan bestemme en 
ret Linje, der skærer dem; thi af de vilkaarligt valgte 
3 Halvlinjer, f. Eks. 6^, c^ og r/^, ligger nødvendigvis 
mindst 2 {b^ og c^) paa den ene Side af a. Ligger 
r/.2 paa den anden Side af a, vil en Linje, der skærer 
^i» ^1 og r/g, ogsaa skære a^ eller a<^. Man kan 
altsaa ubetinget vælge to eller een Halvlinje vilkaarligt. 

Def. Hvis A, B, C og D er 4 vilkaarlige (egent- 
lige eller uegentlige Punkter af en ret Linje), og man 
ved at vælge et egentligt Punkt O udenfor den rette 
Linje skiller Straaleparrene {O A^ O C) og (OB, O/J), 
siger man, at Punktparrene {AC) og {BD) skilles 
ved Hjælp af Punktet O. — At man ved Hjælp af 
et givet Punkt O kun kan skille de 4 Punkter paa 
een Maade følger af det foregaaende. 

Sætning 82. Hvis A, B, C og D er 4 vilkaarhge 
Punkter af en ret Linje, og man ved Hjælp af et 
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Punkt O skiller Punktparrene {AC) og (BD), da vil 
man ved Hjælp af ethvert andet Punkt Oj skille de 
samme Punktpar {AC) og {BD). 

Sætningen er indlysende, hvis de 4 Punkter alle 
er egentlige, og hvis de 3 er egentlige, det 4de uegent- 
ligt. Lad nu A, B, C og D være 4 Punkter af en 
Linje /, A og B egentlige, C og D uegentlige, (Ved 
det til et uegentHgt Punkt af en ret Linje svarende 
egentlige Punkt af Linjen forstaas Fællesnormalens 
Skæringspunkt med Linjen). Hvis nu Punktparrene 
{AC) og {BD) skilles ved Hjælp af et Punkt O (i det 
de benyttede Halvlinjer er OA, OB, og de to Halv- 
linjer, der skærer Fællesnormalerne til Punkterne C 
og D), da kan et af de til C og I) svarende Punkter 
Cl og /Jj, f. Eks. Cl falde vilkaarligt paa /; I)^ vil 
da altid falde saaledes, at C^D^ faar samme Retning 
som BA. Dette eftervises let for alle Beliggenheder 
af Cj og I)^ ved Hjælp af Bem. efter Sætn. 75. Den 
omvendte Sætning er ogsaa rigtig, saaledes at hvis 
C og D er uegentlige Punkter, hvis tilsvarende egent- 
lige Punkter C^ og D^ ligger saaledes, at C^D^ gaar 
i samme Retning som BA, da vil {AC) og {BD) 
skilles ved Hjælp af et vilkaarligt Punkt 0^. Heraf 
folger da Sætningen i det betragtede Tilfælde. 

Lad nu A være et egentligt, B, C og D uegent- 
lige Punkter af en ret Linje, hvis tilsvarende egent- 
lige Punkter er Bj, C^ og D^; ved Punktet O skilles 
Straaleparrene {OA, O C) og {OB, OD) (i det man 
benytter Halvlinjen O A og de Halvlinjer, der skærer de 
uegentlige Punkters Fællesnormaler). Een af Straa- 
1erne OB og O/), f. Eks. OB maa da gaa mellem 
O A og O C, den anden ikke. Efter Bem. efter Sætn. 75 
vil da Bl C\ og C^D^ faa samme Retning som C^ A. 
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Hvis omvendt A er et egentligt, B, C og 7) 3 uegent- 
lige Punkter af samme rette Linje, hvis tilsvarende 
egentlige Punkter B^, C^ og D^ ligger saaledes at 
^^1^1 ^g ^1 '^1 h^J* samme Retning som CjA^, da 
vil man ved et Punkt O udenfor Linjen skille Punkt- 
parrene {AC) og {BD), Hermed er Sætningen i dette 
Tilfælde bevist. Hvis endelig A, B, C og 7) er 4 
uegentlige Punkter af en ret Linje, hvis tilsvarende 
egentlige Punkter er A^, Bj, Cj og D^, da ser man 
let, at hvis Punktparrene (Aj Cj) og (B^D^) skiller 
hinanden, da vil man ved ethvert Punkt O udenfor 
IJnjen skille (AC) og (BI)); h>is man omvendt ved 
et Punkt O kan skille {AC) og (BD), vil Punktparrene 
(AjCi) og {B^D^) skille hinanden. Sætningen er 
altsaa nu fuldstændig bevist. 

I)ef. Hvis A, B, C og I) er 4 \ilkaarlige Punkter 
af en ret Linje, da siges Punklparrene {AC) og (BD) 
at skille hinanden, hvis disse Punktpar skilles ved et 
vilkaarligt Pimkl O udenfor Linjen. 

l)ef\ Lad A B C DE ... være vilkaarhge Punkter 
af en ret IJnje; fra et egentligt l^mkt O udenfor 

Linjen b-ækkes linjerne OX OB, OC, OIK OE 

Hvis en i^t linje nu skåner disse Linjer henholdsvis 
i a, by i\ (L e . . ., da siger man, at abede ... er en 
Centralprojektion af A B C DE 

Af det foreguaende folger nu 

Sætniny A'o: Hvis A, B, C og /) centralprrojiceres 
i a, b. c og iL og (AC) og {BD) skiller hinanden, da 
vil {aO og {bil) ogsiia skille hinanden. 

Bern. Man kunde ogsiia lave en Geometri, hvor 
to Linjer, der ikke skiu* hinanden, havde en Fælles- 
normaL der vur storre end alle andre Normaler fra 
den enes Punkter paa den anden. 



Fjerde Afsnit. 

Den Euclidiske Geometri. 

Til Aksiomerne i 1ste Afsnit og Kongruensaks- 
iomerne I, II, III, IV og V føjer vi nu Parallelaks- 
iomet: Gennem et Punkt udenfor en ret Linje, 
kan der kun trækkes een ret Linje, som ikke 
skærer den (en Parallel). 

Sætning H^i, Naar de ensliggende Vinkler ved to 
Linjers Overskæring med en tredje er ligestore, da 
er Linjerne parallele. 

Lad den overskærende Linje forbinde Punkterne A 
og B af de to Linjer, der antages at skære hinanden 
i C; Cj er et Punkt af Linjen CA's Forlængelse, 
saaledes at BC AC^\ desuden er AB BA og 
^.ABC BAC^, altsaa A ABC ABAC^ (45); 

heraf .ABC^^^BAC, hvilket er umuligt (50 
Tilf., 46). 

Den omvendte Sætning bevises let indirekte. 

Bemærkning. Man beviser nu uden Vanskelighed 
de sædvanlige Sætninger om Parallelogrammer og 
derved, at et Linjestykke har et Midtpunkt; ligeledes 
be^ises paa sædvanlig Maade, at en Trekants Vinkel- 
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sum er 2 Rette, Sætningen om Periferivinklers Lige- 
storhed, samt Sætningen om, at en Trekants Højder 
skærer hverandre i et Punkt. Her skal jeg udfør- 
ligt behandle et vigtigt Afsnit, nemlig Proportions- 
læren; jeg har derom skrevet en lille Afhandling 
(Mathematische Annalen 56 Bd. Pag. 277), som jeg 
for det følgendes Skyld medtager her med et nyt 
Bevis for den commutative Lov. 

§ 1. Proportionslæren i den elementære Geometri. 

1. Paa en ret Vinkel O's ene Ben afsa^ttes Punk- 
terne A og B, paa det andet C og D, saaledes at 
AC er parallel med BD. At de 4 Stykker OA, OB, 
O C og OD har denne Behggenhed udtrykkes ved 
Ligningen 

OA_OC 
OB ~ Ofr 

de enkelte «Forhold)) har foreløbig ingen Betydning. 

Ligningen kaldes en Proportion. Man kan ogsaa skrive 

OB OD „ 

OA = OC ""^^ 

OC _ OA 

0D~ OB ^^^^^>- 

Tre af Proportionens Led bestemmer det fjerde en- 
tydigt. 

2. I ensvinklede retvinklede Trekanter er en- 
liggende Kateter proportionale. 

3. (Den commutative Lov). Naar Proportionen 

a c 

b ~ (i 
er rigtig, har man ogsaa 

a_b 
c~~ (V 
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Bevis: Paa en ret Vin- 
kel /J's ene Ben afsættes 
fiA = a, paa det andet fiB 
= 6 og pO = c; herved be- 
stemmes en Trekant ABC^ 
hvori O er Højdernes Skæ- 
ringspunkt. Af de ensvink- 
lede retvinklede Trekanter 
OpA og CpB faas 

Ap^Op 

Bp ~ Q' 

Cp = d. 
Dernæst faas af de ensvinklede retvinklede Tre- 
kanter OfiC og ApB 

Ap _ Bft 

op- 

a b , 



= -^^j der viser at 



eller 



4. Naar 







a 


c 






b 


~d 






a 


e 




og 


b 


~ r 


da 


er 


c 


e 






d 


~ r 



Denne Sætning følger umiddelbart af Sætningen 
i 3 og Parallelaksiomet. 

5. (Den distributive Lov). Naar 

a c 

h~~d' 
g 4- & _ r -i- rf 
b ^ d ' 
Bevis. O il C og AB I) er to ensvinklede retvink- 
lede Trekanter; AB gaar i Forlængelse af OA . 0A= a. 



da er ogsaa 
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OC = c, AB = h; 
AD maa da være 
lig d. B D maa 
være parallel med 
A C. Forlænges BI) 
og O C til Skæring 
i £, har man 




¥\g. 11. 



OE 



= ^^ eller 



e.d. 



OB 

OÅ ~~ OC 
a + b c — d 

b= d ■ 'i 

6. Af de foregaaende Sætninger følger, at hvis 

a c a A c 

b ~ d~~b \ d' 

7. I to ensvinklede Trekanter er de ensliggende 
Sider proportionale. 

Bevis. Lad de ensliggende Sider være a^ og a^, 
^1 og ^2' ^1 ^^g ^2- ^^" halverer bægge Trekanters 
Vinkler, og fra Halveringslinjernes Skæringspunkt 
fældes vinkelrette paa Siderne, der deles i parvis lige 
store Stykker, i den ene Trekant a^, /tf^, y^, i den 
anden ci^^ Pk^ y^- ^^ vinkelrette i samme Trekant er 



lige store; de kaldes r^ og r^ 
gaaende har man nu: 

^i_ _ «i _ Pi _ y_x _Pi + y\ _ y^^-_^_i 



I Følge det fore- 



h 72 P2 ^72 ^2 + «2 »2+^2* 

altsaa ^ = t^ = - . q , e . d. 



a^ 62 ^2 



q,e 

8. (Den associative Lov). Hvis 

a c 

b~d 



og 
da er 
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«_/ 

e ~ æ 

* = /: 

e c' 

Bevis. Paa det ene Ben af en Vinkel O afsættes 
OA = a, OB = b, paa det andet OC = c; gennem 
B trækkes en Parallel med A C, der skærer OC i D. 
Man har da OD = d. Paa O C afsættes OE = e; 
f>ennem D trækkes en Parallel med A£, der skærer 
OB i F; man har da OF = f. 

Nu er BE og FC parallele efter den saakaldte 
Pascals Sætning, for hvilken der findes Beviser i Hil- 
berts «Grundlagen der Geometrie)) (disse Beviser støt- 
ter sig netop paa Hilberts plane Aksiomer i Grup- 
perne I, II, III og IV, eller, hvad der er det samme, 
paa de Aksiomer, der er angivet i Begyndelsen af 
dette Afsnit). Altsaa har man: 
OB_OE 
0F~ OC 
b e , 

fe 
I ovennævnte Afhandling har jeg bevist den 
associative Lov og dermed Pascals Sætning meget 
simpelt ved Hjælp af Aksiomerne i denne Afhand- 
lings første Afsnit, Kongruensaksiomerne I, II, III, 
IV B og V og Parallelaksiomet. 

Regning med de i det foregaaende nævnte Forhold. 

9. Addition af to Linjestykker defineres paa 
sædvanlig Maade. 

Man kan let give et Forhold en anden Nævner, 

d ^ 
idet man i Ligningen ^ = - konstruerer x, naar a. 
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> \v: c er giNnie; man kan da forst definere Addi- 
txMi af Forhold med samme Nævner ved 

a c a — c 

b b~ h ' 

iVrefter har man .-*-.= .—.= . , idet 
o d a h D 

c .r 

UV Hm$ . = Oii ^ = ^, da er - . — = - ; 
b n b n b n 

sos stT^ks ;!if en Fi^im 

lVn:>o Sa^tnln^; viser, at to Addender kun be- 
stor,:n":or een S<::n, 

^, .j . Æ c t a c- f 

4t - 5" f 



:\^»"U* :^5^'S^ x: N:::7:*:T:>i*r. ^'^ i»i-r: i-r^ Ai:oioi r«t-- 
ti. F.'r 4, .X *' 'V'^ V,/ :■ Vj »ir. txIi^^s er. 

^ re 

r r 



65 



Specielt har man (^^-j = ^ . ^- = - . ^ = -. 

13. 
digt, idet 



13. Af Ligningen (2) j- * - = ^ findes - enty- 



a z 

h~ r 

. • = i bestemmer n og 

Ind ^ 

1 X X 

- = bestemmer -. 

Herved er Division defineret. (1) og (2) viser 
tillige, at Multiplikation er entydig. 



14. Det commiitative Princip. 
1) Ved Addition er Princippets Gjddighed tydelig. 



2) 


Ved Multiplikation: 




.. , a c X 1 X 

Man har .- • j = 7 • - = - 

b d 1 y y 




c a z 1 z 




Z 1 X 1 

men = - og :^ = . 
1 y 1 n 


Af 


en Figur ses da straks ved Pascals Sætning, 


at 


X z 

'y~^^' 




15. Det associative Princip. 


1) 


Ved Addition 




a ^ /"c , e\ a , x + y a + x+ij 
6 "^ Vrf "^ fj ~ h ^' b - b ' 




, Q, X e u 
hvor ^ = ^^og-^ = f,. 



# '» , «' N I ♦* " -•- f j y _ «r + x + y 
Kh ^ d I f b'^' h- ~ b ■ 

in Voa MultipUkation: 

'» I '* **^ /" ^^ *" 

rhr. 

.: ' f' f ' ,i~ t ' X x' 

'' \ - '^^ 'V • *"' i ilora;vst har man 



v.<;^ 



.NscniTi;. ^ : r':-.»:».c- 



t .;>x 






bevist. 



67 

a c 1 Cj Cj 

h • Vi ~h/ T~h, ^^ 

ae 1 Cl e^ , . , 

, • -p = 7— • ^ = r^; endvidere er 

5- + ^ = ^V^' ^^ Sætningen er 



17. Uligheder, 

Def. At , > y eller . < y^ skal betyde, at c<Ci, 

a c, 
naar , = i . 

18. Hvis I > 5(1) og J > |(2), da er J > |. 

Af (1) følger I = T, hvor c < Cj; 

c e 
af (2) følger . = ^, hvor e < e^. Man 

sætter nu == ^ = ^ og ser da (lettest 

ved Hjælp af en Figur), at e^^ < e^. Altsaa er e < e.^ 
og derfor /) -^ T* 

19. Hvis ^ 3^ -r» da er 

£? ^ a 

« . ^_ > J^ j_ ^ 
b ■ ~f< d'^ /• 

Man sætter 

>j = ?^ = -7, saaledes at 
jod 

a . e a+ g 
c e c-\- h 



08 

Dernæsl sætter man 

a c, 

/, — fj og adderer paabægge Sider 

? = f,hvora.-K'/..^>l^hvlsnuc<c„er 
o«saa »M- /, . r, -| h, altsaa "^ •''>^J' eller 

/' + /•-./ ^ /•• 
2(>. Hvis '' ^ <• (I., ,.,. 

a e ^ r e 

M«u sor n«. al ' 

o^ »lervid at ^, </., 
altsjia .*" ♦" 

-''• "vis" -•;.daor''^'' 
Sos vvd Hjulp af OU K».;ih\ 

f^u^ „ ^ *^. da kan uwa Uvstcrume el helt Tal 






rt liart,^e» 
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Med en sædvanlig Betegnelse skulde man have 
, > ,; sættes altsaa 



> \ skulde 
eller 



na (\ 



na > Cj. 
Sætningen kræver altsaa Archimedes' Aksiom til 
sit Bevis; den gælder med andre Ord ikke i den 
(dkke-Archimediske Geometri)). 

23. Vi ser altsaa, at paa den sidstnævnte Sæt- 
ning nær, gælder for de indførte « Forhold)) de samme 
Sætninger som for ethvert reelt Talsystem; idet vi 
benytter een af Hilbert indfort Talebrug, kan vi sige : 
De indførte Forhold danner et reelt Ikke-Archimedisk 
Talsystem. Disse Forhold er den Ikke-Archimediske 
Geometris Tal (geometriske Tal). Til disse horer en 
Del af de aritmetiske Tal, nemlig de rationale og 
saadanne irrationale Tal, der kun indeholder Kvadrat- 
rødder og hvor en /jdobbelt Kvadratrodsirrationalitet 
har 2" reelle Værdier, som faas ved alle Fortegns- 
kombinationer af Kvadratrødderne (se min tidligere 
citerede Afhandling: Om Konstruktioner uden Girk- 
ler). Naar Hovedsætningen i denne Afhandlings Ji 26 
er et Eksistensteorem i den Ikke-Archimediske (ieo- 
metri, gælder dette dog kun, naar Kongruenslæren 
begrundes ved Aksiomerne I, II, III, IV og V; hvis 
derimod IV erstattes ved IV B, da eksisterer som be- 
kendt enhver Kvadratrod. 

24. 1)ef. Ved/?i. . eller -. forstaas en Linje x, der 

a QC 
bestemmes ved Ligningen , ^-= . 
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Man liar , -^ , , thi af ^ -= — følger t- = — ; 

I I * 1 • « ^ j ae 

man ser lel, at hvis m . , = m . ,, da er 7- = -j. 

o (i b d 

25. Def. Ved l//^ forstaas et Forhold -, der til- 

IVedssliller I-ijjiiingen == ( ) ; denne Ligning skal 

oi»saa skrives 1/ '^ := . 

Vov al iuuiersi>ge, hvornaar 1/ R. eksisterer, sætter 

f 9 

\\\x\\\ ( I • - . = = - * hvor — = — . 

U\is UKin i denne Iji^ning i>aa hægge Sider tilføjer 

b'akloren . - /* faas 
m q 

m n o n p o ,, 

» ' . - . . eller 

n m q o m q 



O m . 

, hvor 

o 



I? . rj . ^ , 

Heraf scsx xU hvis "' * \ o^ ir.aa kan beslemme 



t 



lvs<a> v's^vr v\iN xt; I " Vcsvv::^'*X5?' \\:\i a^t tiade 



\ 
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en Linje /, som tilfredsstiller Ligningen 

-. ^ —; thi da har man 
' 9 



f=';-'-æ"=(')' 



Det er altsaa bevist, at l/'^- kun eksisterer, naar 

r q 

man kan bestemme Mellemproportionalen mellem p 
og q. Denne Mellemproportional eksistererikke, naarp 
og q er to vilkaarlige Linjer (se ovennæ\Tite Afhandling 
vi 25). Af Hovedsætningen i § 26 fremgaar, at Bestem- 
melsen er mulig, naar (/ =/> (n? ± \//i i it V/^ ± • • • V/ir)> 
hvor 772 er et rationalt Tal, 7ii, 7I2 • • -/^ Kvadratrods- 
irrationaliteter, saaledesatK77i ± VtIi i 1/772 it • . . V/^ 
har lutter reelle Værdier for alle Fortegnskombina- 
tioner af de indgaaende Rodstørrelser. 



Trigonometrien. 

26. Paa enhver ret Linje fastsættes nu en posi- 
tiv Retning d: man fastsætter nu, at to Punkter A og 
B af Linjen ikke bestemmer eet Linjestykke A B eller 
BA, men to Linjestykker AB og J5A, hvoraf det ene 
kaldes positivt, det andet negativt. Et Linjestykke af 
Linjen med samme Retning som det positive er selv 
positivt, medens et Linjestykke med samme Retning 
som det negative er negativt. Herefter kan man de- 
finere to Linjers Projektionsparameter og udlede de 
almindelige Sætninger i Trigonometrien uden Ar- 
chimedes' Aksiom; Be\'iserne kan føres som i min 
«Indledning til Trigonometrien)) (Nyt Tidsskrift for 
Matematik B 1900). Archimedes' Aksiom benjites 
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,. , ma am ., . „ a ^ c t ni x 
Man har ^- = -^. thi af ^ ^ - følger ^ = -; 

man ser let, at hvis m . j- = m . -y, da er ^ = -^. 

b d o Cl 

25. Def, Ved l/£ forstaas et P^orhold -, der til- 
fredsstiller Ligningen i- = (~\ ; denne Ligning skal 
ogsaa skrives 1/ /^ = — . 

For at undersøge, hvornaar \/ P- eksisterer, sætter 

r q 



man 



/ry_r r m n _m p , m _ n 

\s/ s's n ' o o g' n o' 

Hvis man i denne Ligning paa bægge Sider tilføjer 

Faktoren — 



KJ 

■ 9 


= 


1, faas 








m 

• 

n 


P_ 
m 


_ 





P_ 

' m 


. — eller 
<7 




r 


p _ 
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P 
* m 

q ' 


hvor 




n 


1_ 




n 


p 

' m 





Heraf ses, at hvis ^ = ~, og man kan bestemme 
q o ^ 

en Linje /i, saaledes at — = — , kan man ogsaa be- 
stemme en Linje /, saaledes at 

t j 

Heraf følger da, at \/ £- bestemmes ved at finde 

r q 
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en Linje U som tilfredsstiller Ligningen 
- = — ; thi da har man 

Det er altsaa bevist, at \/ P. kun eksisterer, naar 

man kan bestemme Mellemproportionalen mellem p 
og q. Denne Mellemproportional eksisterer ikke, naar/) 
og q er to vilkaarlige Linjer (se ovennævnte Afhandling 
Ji 25). Af Hovedsætningen i § 26 fremgaar, at Bestem- 
melsen er mulig, naar g =p (/n zb \//^i db V/?2 ± • . . V/Jr)> 
hvor m er et rationalt Tal, n^^ n^ . . ./?r Kvadratrods- 
irrationaliteter, saaledesatVm ± Vn^ ± V/ig ± . . . V/^ 
har lutter reelle Værdier for alle Fortegnskombina- 
tioner af de indgaaende Rodstørrelser. 



Trigonometrien. 

26. Paa enhver ret Linje fastsættes nu en posi- 
tiv Retning o: man fastsætter nu, at to Punkter A og 
B af Linjen ikke bestemmer eet Linjestykke A B eller 
J5A, men to Linjestykker AB og JBA, hvoraf det ene 
kaldes positivt, det andet negativt. Et Linjestykke af 
Linjen med samme Retning som det positive er selv 
positivt, medens et Linjestykke med samme Retning 
som det negative er negativt. Herefter kan man de- 
finere to Linjers Projektionsparameter og udlede de 
almindelige Sætninger i Trigonometrien uden Ar- 
chimedes' Aksiom; Beviserne kan føres som i min 
((Indledning til Trigonometrien)) (N}^ Tidsskrift for 
Matematik B 1900). Archimedes' Aksiom benyttes 
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imidlertid allerede opstillet af Eudoxos, men ikke 
som en Grundsætning. 



§ 2. Om Polygoners Ligestorhed og Areal. 

1. Def. To Polygoner er ligestore, naar de 
kan deles i et endeligt Antal parvis kongruente Tre- 
kanter. 

To Polygoner kan gøres ligestore, naar man 
ved at føje ligestore Polygoner til dem, kan danne 
ligestore Polygoner. 

Kongruente Polygoner er altsaa ligestore. 

2. Man beviser let (se Hilbert: Grundlagen der 
Geometrie Satz 24) følgende Sætning: 

Hvis to Polygoner er ligestore med samme tredje, 
da er de indb}Tdes ligestore; hvis to Polygoner kan 
gøres ligestore med samme tredje, da kan de ind- 
byrdes gøres ligestore. 

Ligeledes bevises let Sætningerne: 

3. To Parallelogrammer med samme Grundlinje 
og samme Højde kan gøres ligestore, og 

4. En Trekant er ligesaa stor som et vist Parallelo- 
gram med samme Grundlinje og den halve Højde, og 

5. To Trekanter med samme Grundlinje og 
samme Højde kan gøres ligestore. 

6. I disse Sætninger har der kun været Tale 
om Polygoner, der kan gøres (eller er) ligestore; for 
at bevise Eksistensen af Polygoner, der ikke kan 
gøres ligestore, vil vi indføre Begrebet: to Trekanters 
Forhold. 

7. Sætning, En Trekants Højder er omvendt 
proportionale med de tilsvarende Grundlinjer. 

Bevises let ved ensvinklede Trekanter. 
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8. Def. Ved to Trekanters Forhold forstaas 
Produktet af Højdernes Forhold og Grundlinjernes 
Forhold. 

Man ser let, at de samme to Trekanter kun be- 
stemmer et Forhold (og det omvendte). Lad nemlig 
den ene Trekants Sider være A, B og C, de tilsva- 
rende Højder //^, Hh og Hc\ i den anden Trekant er 
Siderne a, b og r, Højderne /i«, ht og K. Man har da 
A H, ^ 



lu 
k 



= -," . Heraf faas 



a 
~b 
A b Hb ha , ^ . 



r^ =17 • -r^\ som skulde bevises. 

a ha b hb 

Forholdet mellem to ensvinklede Trekanter er 
altsaa Kvadratet af det lineære Forhold. 

9. Sætning. To Trekanter, der har Forholdet 1, 
kan gøres ligestore. 

I det vi benytter samme Betegnelser som før, er 



A //._j 



det givet, at , 

^ a ha 

ene Trekant kan gøres 
ligesaa stor som en 
retvinklet Trekant med 
Kanterne A og //^, me- 
dens den anden kan 
gøres ligesaa stor som 
en retvinklet Trekant 
med Kateterne a og /i«, 
behøver man i Følge 2 
kun at bevise Sætningen 



(1) Da man let ser, at den 




Pig. 12. 
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om disse retvinklede Trekanter. Er disse pqr og 
sqU skrives (1) 

^ . ?A = 1 eller 
qr qp 

|^=^(2);af(2)følger, at 

rs ^ tp. Nu kan Trekanterne 
prs og trs gøres ligestore, da de har samme Højde 
og samme Grundlinje; ved Tilføjelse af Trekant qrs 
ses da, at Trekanterne pqr og sqt kan gøres lige- 
store, hvilket skulde bevises. 

10. Def. Ved Arealet af en Trekant 7' forstaas 

T 
dens Forhold til en given Trekant /, der vælges 

een Gang for alle. 

11. Sætning. Hvis Trekanten T ved en Linje 
fra en Vinkelspids over til den modstaaende Side (en 
Transversal), deles i Trekanterne T^ og Tg, da er 



Arealet af T lig 


med 


Summen 


af Arealerne 


af 


7\ 


og T,. 


















Thi hvis Transversalen deler Siden A i 


Al 


og 


A^, 


da har man 


t 
T 

1 


a 
a 


h„ 












Ved Addition faas 


















1\ . T, _ 

t ^ t 


ha 


a 


A,_ 


h„ 


A_ 

a ~ 


T 

'-r 







hvilket skulde bevises. 

Da nu en vilkaarlig Deling af en Trekant i Smaa- 
trekanter kan frembringes ved en Række transverselle 
Delinger (se Hilbert Satz 29), ser man, at naar en 



77 

Trekant er delt i Smaatrekanter, da er Sum- 
men af disses Arealer lig med hele Trekantens 
Areal. 

12. Ved en Polygons Areal forstaas Summen af 
Ai'ealerne af de Trekanter, hvori Polygonen kan deles 
ved en bestemt, vilka årlig valgt Fremgangsmaade. 

Hvis Polygonen nu yderligere deles i Trekanter 
paa en anden Maade, vil den være delt i Polygoner, 
som begrænses af Linjer, der hører, nogle til den 
ene Deling, og nogle til den anden. Deles nu disse 
Polygoner yderligere ved Diagonaler i Trekanter, da 
vil Summen af Arealerne af de Smaatrekanter, hvori 
Potygonen er delt ved begge Delinger og de omtalte 
Diagonaler, være lig med Summen af Arealerne af de 
Trekanter, der udgør Polygonens første Deling, altsaa 
lig Polygonens Areal, og lig med Summen af Arealerne 
af de Trekanter, der udgør Polygonens anden Deling. 
En Polygons Areal kan altsaa bestemmes som Summen 
af Arealerne af de Trekanter, hvori Polygonen paa 
vilkaarUg Maade kan deles. 

Denne Arealdefmition tilfredsstiller de Fordringer, 
man i den Archimediske Geometri stiller: 1) Arealet 
af en Figur er lig Summen af Arealerne af dens 
Dele og 2) Arealet af en Figin\ der helt indeslutter 
en anden, er større end dennes. Men Sætningen om 
Arealets Uafhængighed af Delingen er bevist uden 
Archimedes' Aksiom, og Arealet er et Ikke Archi- 
medisk, geometrisk Tal. 

13. Man ser nu umiddelbart, at 

Ligestore Polygoner har samme Areal, og Poly- 
goner, der kan gøres ligestore, har samme Areal. 

14. To Trekanter, der har samme Areal, har 
Forholdet 1, og omvendt. 
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I 9 er det allsaa bevist, at 

To Trekanter med samme Areal kan gøres 
ligestore. 

15. Sætning. To Polygoner med samme Areal 
kan gøres ligestore. 

Man kan nemlig i Polygonen ABC DE . . . trække 
Diagonalen AC og en dermed parallel Linje gennem 
li, der skæres af D Cs Forlængelse i J5'. Trekanterne 
A nC og A B'C har nu samme Areal, da de har samme 
(irundlinje og Højde; altsaa har PoWgonen AB' DE,.. 
samme Areal som ABC DE . . . og een Side min- 
dre. Ved at fortsætte denne Fremgangsmaade finder 
man en Trekant med samme Areal som den givne 
Polygon; for Kortheds Skyld vil vi sige, at den givne 
Polygon er forvandlet til en Trekant. Man ser ogsaa, 
at Polygonen og Trekanten kan gøres ligestore. Har 
man nu to Polygoner med samme Areal, forvandles 
de til to Trekanter med samme Areal; disse to Tre- 
kanter kan gøres ligestore (14), Hgesom hver af dem 
kan gøres ligestor med sin Polygon. De to Polygoner 
kan da gøres ligestore (2). 

16. Af det foregaaende følger, at en Polygon 
ikke kan gøres ligestor med een af sine Dele; saa- 
ledes er f. Eks. et Rektangel bestemt ved at kunne 
gøres ligestort med en given Polygon, naar man til- 
lige kender den ene Side. — Den givne Trekant, /, 
der vælges een Gang for alle, kaldes Arealenheden, 
og kan erstattes med et Kvadrat. 

17. Den i de foregaaende Sætninger indeholdte 
Lære om Polygoners Ligestorhed og Areal støtter 
sig paa Proportionslæren uden det Archimediske 
Aksiom; den er een Anvendelse, blandt mange, af 
Læren om de geometriske Tal. — Den ikke Archi- 
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mediske Lære om plane Arealer er forøvrigt tid- 
ligere udledt af M. Gérard (Thése de Doctorat sur la 
Géométrie non Euclidienne, 1892 og Géométrie plane, 
1898) og af Hilbert: ((Grundlagen der Geometrie». 
Gérard's Arbejder kender jeg forøvrigt kun gennem 
en Note i Hilberts: Les Principes Fondamentaux de 
la Géométrie (Annales de TEcole Normale 1900, Over- 
sættelse af ((Grundlagen der Géométrie)).). Hilberts 
Bevis for Sætningen i 16 angribes ganske uberettiget 
af Poincaré i ((Bulletin des sciences)) 1902; samme 
Sted bemærker Poincaré, at man hos Hilbert kun 
linder de Punkter, der kan konstrueres ud fra to 
givne ved Hjælp af Passer og Lineal. Heller ikke 
her er Hilbert bleven forstaaet; thi de Hilbertske 
Aksiomgrupper tillader netop kun Konstruktioner vecf 
Hjælp af Lineal og ((Streckeniibertråger)). Til Konstruk- 
tioner ved Passer behøves yderligere det i det fore- 
gaaende angivne Aksiom IV B eller et tilsvarende. 



Femte Afsnit. 



Den Setni-Euclidiske Geometri. 

I ((Mathematiche Annalen)) 53. Band Pag. 404 — 439 
har Dehn bevist, at Parallelaksiomet ikke er en Følge 
af de Hilbertske Aksiomgrupper I, II og IV og Sæt- 
ningen om, at en Trekants Vinkelsum er 2 Rette. 
Der eksisterer en ((Semi-Euclidisk Geometri, hvor vi 
til Aksiomerne i 1ste Afsnit og Kongruensaksiomerne 
I II III IV B og V føjer den Bestemmelse, at Vinkel- 
summen i en Trekant er 2 Rette; i denne Geometri 
kan man igennem et Punkt trække uendelig mange 
rette Linjer, der ikke skærer en given. Vi vil nu i 
det følgende opbygge den plane Semi-Euelidiske 
Geometri. 

1. Periferivinkler, der spænder over samme Bue, 
er kongruente. Bevises som sædvanlig. 

Def. Parallele Linjer er saadanne, som ved Over- 
skæring med en tredje danner ligestore ensliggende 
Vinkler. 

De sædvanlige Sætninger om parallele Linjer 
bevises som i Julius Petersens Geometri. 



81 



2. Lad nu ABC være en given Trekant; .^ ACB 
afsættes ved B til modsat Side af .r_ ABC; ud ad den 
derved bestemte Linje afsættes B I) _ t A C. Man har 
daA-^C« /\DBC U C .< B, AC DB, C B 

BC); altsaa er AB CD, .A-.fD, ^ BCD 
j C BA. Man ser, at AB ^ CD og AC p^ BD. 
AB DC kaldes et Parallelogram; de sædvanlige Sæt- 
ninger om Parallelogrammer bevises nu som ellers 
(sp. ser man, at Diagonalerne halverer hinanden). 

3. Et Linjestykke har et Midtpunkt. 

Thi er Linjestykket BC, og vælges udenfor det 
Punktet A, kan AB DC bestemmes som før; BCs 
Midtpunkt findes da ved AD. 

4. En spidsvinklet Trekant har en omskreven 
Cirkel. 



Bevis. .BAC 






er en spids Vinkel, 
M Midtpunktet af 
AB, A/ C vinkelret 


> 




pSiaAB,CD AC. 
Trækkes nu DB, 


X 




bliver _'. ABD ' 


( \ 




1 R (ses let ved y^ 


\ 


\ 


Hjælpelinjen C B). / 
Er CE > A C, bU- X ^ 





\ 


ver ^ABE>\R, / ^^ 




\ 


er CF <AC, bli- ^ ' 


tf 


J 


ver.^ ABl<\B. 


FIg. IS. 





Hvis man omvendt har en spidsvinklet Trekant ABF, 
vil den vinkelrette paa Midten af A B skære A F eller 
FB; hvis den skærer AF i C, da er CF< AC. Den 
vinkelrette paa Midten af B F skærer nu enten Linje- 
stykket .4 C eller A M, altsaa ogsaa C M i et Punkt O, 

6 
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der bliver Centrum for en Cirkel, der er omskrevet 
om den givTie Trekant. 

5. I en Trekant .4 B C, hvis Højde B D falder i Tre- 
kanten, vil \i antage, at i B > 1 /?; B/) kan da ikke 
være større end bægge Linjestykkerne AD og DC. 
Thi hvis BD > AD, da er . A>^R, altsaa z.C<:^R 
og endelig z^CBD>^Rog derfor CD > BD.q. e. rf. 
Hvis altsaa BD er større end begge Linjestykkerne 
A D og C /), da er z. B spids. 

6. Def. r = . defineres som tidligere ved Hjælp 

af en ret Vinkel; fra den tidligere angivne Proportions- 
lære kan 1 og 2 overføres med Undtagelse af den 
Bemærkning, at det er indlysende, at 3 af Propor- 
tionens Led bestemmer det 4de. Man ser straks, at 
hvis r > a er rf > 6, og hvis ft > a, er rf > c. 

il c 

7. Den commiilalive Lov: Hvis v = ,, vælges 

b (i ^ 

den største af de 4 Linjer og to til, i det den Linje 
udelades, der er Yderled eller Mellemled sammen 
med den største; hvis d er den største af de 4, væl- 
ges altsaa f/, b og c. Ud ad Benene paa en ret Vinkel 
O afsættes b og d til B og D, samt c i fi O's Forlæn- 
gelse til C; Trekant BCD har da en omskreven Cirkel, 
der skæres af DO's Forlængelse i A. Nu fuldføres 
Beviset som tidligere. (Math. Ann. Bd. 56). 

8. Den distributive Lov: Hvis ^ = ^., da er 

b d 

a \- b c -\- d , 

— ^- = ~~i~ ' (se Proportionslæren 5). BD for- 
længes til £, i det DE AC\ da nu BD^ A C, bliver 
AC ED et Parallelogram (Firkant med et Par mod- 
staaende Sider ligestore og parallele). E maa da 
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falde i OCs Forlængelse; C E zz AI) — d. Man har 

u ^ , OB OE ,, a + h c + d 
nu aabenbart 7. t = /iv^ eller , -== r • 
OA OC b d 

9. I to ensvinklede Trekanter er de ensliggende 
Sider proportionale. 

Bevises som tidligere, 

10. Ligesom i min Afhandling (Math. Ann. Bd. 56 
Pag. 279) bevises nu ogsaa den associative Lov: hvis 
ae (i f j e c 

Hermed er, som tidligere nævnt. Pascals Sætning 

bevist. 

(z c 
n. Man ser let, at hvis ,= ,, da bestemmes 

enhver af de 3 mindste Linjer ved de 3 andre. Der- 
imod bestemmes den største af Linjerne ikke 

V c 
altid ved de 3 andre o: hvis y = og d er min- 
dre end begge Linjer h og c, da kan .r ikke 
altid findes. 

Bevis. OX og O Y er i Akserne i et sædvanligt 
retvinklet Koordinatsystem; / er en Linje, der af- 
skærer Stykket c af X Aksen. Gennem O trækkes 
en Parallel med /; et vilkaarligt Punkt af denne Linje 
er (a b). Er {x y) et vilkaarligt Punkt af /, har man 

r — c u 

= ^ (1), der altsaa er Ligningen for /. Lad nu 

/i være en anden Linje, som skærer X Aksen og som 

hverken skærer / eller er parallel med /; man ser 

X — c u 
straks, at Ligningen for /^ kan skiives = ? (2), 

hvor (\ er det Stykke, som /^ afskærer af X Aksen. Af 
(1) og (2) faas ved Proportionslærens associative Lov 

6* 
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X — c b. ^ . 
- — = -^ og herat 
X — Cl b ^ 

X — c X — Cj c^— 



b^ ~ b ~b^—b' 

Af denne Ligning -u~ = 1} u kan i Følge det givne 

X ikke bestemmes; desuden er fej og ft forskellige, 
da / og /i ikke er parallele. Man ser altsaa for det 
første, at 3 Led i en Proportion ikke altid be- 
stemmer det 4de. Dernæst ses, at b^ — b < c^ -c. 
Hvis altsaa to Linjer, der hverken er parallele eller 
skære hinanden, afskærer et vist Stykke af en Linje, 
og man gennem et vilkaarligt Punkt af denne trækker 
Paralleler med de to Linjer, da vil det Stykke, som 
disse afskærer af enhver Linje vinkelret paa den for- 
rige være mindre end det før nævnte Linjestykke. 
(I den sædvanlige EucUdiske Geometri kan den her 
omtalte Ordinatdifferens blive saa stor det skal være). 
12. Hilberts eget Bevis for Pascals Sætning gæl- 
der ogsaa i denne Geometri, der derfor kan opbyg- 
ges, naar Aks. IV B erstattes med Aks. IV; i den 
Anledning har jeg medtaget Beviset i 3 for at et 
Linjestykke har et Midtpunkt. 



THESES. 



1. Naar Zeuthen i Matematikens Historie (Oldtid 
og Middelalder Pag. 106) fortolker Euclids 4de Postu- 
lat som et Supplement til det 2det, da forklarer 
denne Fortolkning ikke Postulatets Anvendelse i Eu- 
clids Bevis for den Pythagoræiske Sætning; det er 
heller ikke tydeligt, at det er dette Postulat, der be- 
nyttes i Euclids Sætning I, 14. 

2. Dehn benytter i sin Afhandling: Legendresche 
Såtze iiber die Winkelsumme im Dreieck (Mathema- 
tische Annalen Bd. 53, Pag. 425) foruden de Hilbertske 
Aksiomgrupper 1, II og IV den Sætning, at et Linje- 
stykke hai' et Midtpunkt; denne Sætning kan ikke 
bevises ved de nævnte Aksiomer. 

3. Den Hilbertske Sætning 44 i «Les principes 
fondamentaux de la géometrie (Annales de l'école 
normale T. 17.) om Muligheden af en Konstruktions- 
opgaves Løsning uden Brug af Cirkler, gælder ikke, 
som angivet i Sætningen, for Udtryk, der afhænger 
af mere end een Linje; saaledes har Va*^ ^ b^ og 
^ab begge to Værdier for alle Værdier af a og h. 
Va'^ t b^ kan konstrueres, ^ab ikke. 
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4. Naar den saakaldte «Forudsætning om lukkede 
Konturer)) ikke følges af en Definition af et indven- 
digt og et udvendigt Punkt, da er den uanvendelig, 

5. Hos Euclid handler mange af de Sætninger, 
der i vore moderne Lærebøger findes i Proportions- 
læren, om Arealers Ligestorhed. For at tilvejebringe 
en Forbindelse mellem de to Opfattelser kan man 

Cl c 
opstille den Sætning, at hvis y =-i, da er Rektanglet 

ad ligesaa stort som Rektanglet bc (bevist i min Af- 
handling «0m Figurers Ligestorhed og Areab) i Nyt 
Tidsskrift for Matematik B, 1902). 

6. Man kan ikke definere Varmeenheden som 
den Varmemængde, der skal tilføres et Kilogram 
Vand ved O" for at faa Temperaturen til at stige 1°; 
thi man veed ikke å priori om de forskellige Varme- 
kilder dertil afgiver den samme Mængde Varme; Vai'- 
meenheder er den Mængde Varme, et Kilogram Vand 
ved O"" modtager, naar Temperaturen stiger 1°. 

7. Statikens sædvanlige Bevis for Sætningen om 
Kræfternes Parallelogram har ingen Værdi. 

8. Naar man opbygger en Gren af Matematiken 
paa et vist Aksiomsystem, antager man sædvanlig 
desuden Logikens Aksiomer for opfyldte. Juel har 
derfor Ret, naar han i «Ren og anvendt Aritmetik)) 
kun fastslaar aksiomatisk, at Talrækken er ubegrænset, 
og at intet af dens Elementer gentager sig; thi man 
har å priori fra Logiken Aksiomerne: 1) «Jeg kan 
tænke paa een Ting)) og 2) «Jeg kan tænke paa flere 
Ting)). 



